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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта книга, входящая в серию «Классики естествознания», выпу¬ 
скается к 100-летию со дня смерти Лобачевского. Ее цель — дать 
возможность широким кругам читателей ознакомиться с сочинениями 
великого русского математика в подлиннике. 

Три сочинения Лобачевского — «Геометрия», «Геометрические ис¬ 
следования по теории параллельных линий» и «Пангеометрия» — это 
три этапа его творческой жизни, и в то же время — наиболее доступ¬ 
ные из его работ 1 ). 

«Геометрия» является своего рода введением к дальнейшим гео¬ 
метрическим работам Лобачевского. Составленное накануне его вели¬ 
кого открытия, это сочинение показывает, как подходил молодой 
Лобачевский к неевклидовой геометрии. «Геометрические иссле¬ 
дования» и сейчас остаются непревзойденным изложением началь¬ 
ных сведений по неевклидовой геометрии. Наконец, «Пангеомет¬ 
рия»— последний подвиг, научное завещание Лобачевского, продикто¬ 
ванное им за год до смерти. В нем Лобачевский хотел дать такое же 
доступное изложение и других вопросов неевклидовой геометрии, и,, 
несмотря на огромные трудности, это ему в большой степени удалось. 

В этих трех небольших сочинениях полностью не отражена,, 
конечно, вся многогранная научная деятельность Лобачевского даже 
в области геометрии. Здесь, например, только мимоходом говорится 
об аналитическом обосновании неевклидовой геометрии, сделанном 
в сочинении «Воображаемая геометрия», о той системе основных гео¬ 
метрических понятий, которыми начинаются «Новые начала геометрии 
с полной теорией параллельных» 2 ). Но всё же прочитавший эту книгу 

О Очень доступно написан также фундаментальный труд Лобачевского «Новые* 
начала геометрии с полной теорией параллельных». Но он занимает более- 
300 страниц формата этой книги (напечатан на стр. 147—454 П тома Полного» 
собрания сочинений Лобачевского), и начинать с него ознакомление с геометрией 
Лобачевского нецелесообразно. 

2 ) «Воображаемая геометрия» и «Новые начала геометрии» будут напечатаны 
в сборнике: Н. И. Лобачевский, «Избранные сочинения по геометрии», вы¬ 
пускаемом к 100-летию со дня его смерти Академией наук СССР. В сборник 
включены также «Геометрические исследования» и отрывок из сочинения «О на¬ 
чалах геометрии». 
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получит почти полное представление о геометрическом творчестве 
Лобачевского. 

Первые сведения о неевклидовой геометрии всегда требуют на¬ 
пряжения— настолько необычны ее факты, так противоречат они 
привычным геометрическим представлениям. Неподготовленному чи¬ 
тателю рекомендуется до этой книги познакомиться с историей учения 
о параллельных линиях, с историей открытия неевклидовой геоме¬ 
трии. По этим вопросам имеется большая литература 1 ). 

Большую помощь читателю окажут обстоятельные примечания 
к сочинениям Лобачевского, составленные выдающимся советским 
геометром, крупнейшим специалистом по геометрии Лобачевского 
Вениамином Федоровичем Каганом (1869—1953). Примечания были 
написаны для Полного собрания сочинений Лобачевского 2 ). Они вос¬ 
произведены в этой книге с некоторой переработкой. В собрании 
сочинений были примечания трех категорий: одни (общего харак¬ 
тера) составляли обзорную вводную статью перед каждым сочи¬ 
нением Лобачевского, другие (небольшие разъяснения) помеща¬ 
лись в виде постраничных сносок, третьи (большие примечания 
и дополнительные сведения) — после текста сочинения. Эта система 
очень облегчала усвоение работ Лобачевского, но в то же время она 
иногда рассеивала внимание читателя, мешала ему следить за изло¬ 
жением самого автора. Здесь все примечания собраны после текста; 
ото потребовало в некоторых местах редакционных изменений. До¬ 
бавлено также несколько новых примечаний 3 ). 

Примечания в этой книге — также трех типов. Одни относятся 
к сочинению Лобачевского в целом, другие — к каждой его главе, 
третьи — локальные (они снабжены номерами). С примечаниями пер¬ 
вого и второго типов рекомендуется ознакомиться перед чтением 
соответствующего сочинения или главы, а с нумерованными — по мере 
надобности. 

Текст Лобачевского перепечатан из Полного собрания сочинений. 
При этом сделаны следующие изменения. 

Сочинения разделены на главы. Из помещенных в этой книге 
работ Лобачевский разделил на главы только «Геометрию», в других 


1) Рекомендуем превосходную книгу: В. Ф. К а г а н, Лобачевский и его гео¬ 
метрия (Общедоступные очерки), М., 1955. 

2 ) Н. И. Лобачевский, Полное собрание сочинений. Главный редактор 
В. Ф. Каган. Вышли в свет тома I—У (М.—Л., 1946—1951). Последний VI том 
готовится к печати. 

3) Главным образом к сочинениям «Геометрия» (в связи с опубликованием 
в 1948 г. «Обозрений преподавания чистой математики» Лобачевского) и «Пан¬ 
геометрия» (ссылки на примечания к другим сочинениям Лобачевского заменены 
развернутыми объяснениями). 
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-же двух сочинениях текст идет подряд; поэтому иногда трудно уста¬ 
новить, где кончается один круг вопросов и начинается другой. Если 
«еще «Геометрические исследования» состоят из 37 нумерованных 
«предложений», то «Пангеометрия» написана Лобачевским без всякой 
рубрикации 1 ). Выпуская «Геометрические исследования» отдельной 
книгой 2 ), В. Ф. Каган разделил это сочинение на 11 глав и дал 
каждой название. Это сохранено и здесь, и то же самое сделано по 
‘Отношению к «Пангеометрии» — она разделена на 14 глав со специ¬ 
альными названиями. 

В самом тексте не соблюдается строго та идентичность с перво¬ 
источниками, которая имеется в Полном собрании сочинений Лоба¬ 
чевского. Необходимая в академическом издании, она иногда затруд¬ 
няет читателя. Здесь исправлены без оговорок допущенные Лобачев¬ 
ским ошибки 3 ), сняты во многих местах квадратные скобки, в которых 
стоят добавленные редактором отдельные связующие слова и обозначе¬ 
ния, порою изменены абзацы, введены выделения для терминов и т. п. 
В некоторых случаях чертежи заменены новыми, более близкими к 
тексту. 

Во вступительной статье А. II. Нордена «Геометрические идеи 
Лобачевского» изложены взгляды Лобачевского на основания геоме¬ 
трии и охарактеризовано значение его творчества. В приложении 
даны историко-библиографические сведения обо всех геометрических 
•сочинениях Лобачевского (с кратким обзором работ, не вошедших 
в эту книгу); на них делаются ссылки во многих примечаниях. 

Книгу подготовил к изданию И. Н. Бронштейн; им же состав¬ 
лены приложение и дополнительные примечания к сочинениям Ло¬ 
бачевского. Общая редакция книги проведена А. П. Норденом. 

!) «Пангеометршо» Лобачевский, почти совершенно слепой, диктовал своим 
ученикам; она была напечатана даже без чертежей, которые совершенно необхо¬ 
димы для понимания содержания. В. Ф. Каган разделил сочинение на 28 парагра¬ 
фов («статей») и сделал все чертежи по тексту Лобачевского. Это воспроизведено 
и в настоящем издании. 

2 ) Н. И. Лобачевский, Геометрические исследования по теории парал¬ 
лельных линий, Изд. АН СССР, М. — Л., 1945, 175 стр. 

3 ) В связи с этим исключены некоторые примечания В. Ф. Кагана. 
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Среди знаменитых задач древности о квадратуре круга, о трисек¬ 
ции угла, об удвоении куба, над решением которых наука билась 
•более 'двух тысячелетий, особое место занимает проблема пятого по¬ 
стулата Евклида ( постулата о параллельных линиях). Гениальное откры¬ 
тие Лобачевского, связанное с ее решением, произвело подлинную рево¬ 
люцию в науке, на века определившую пути ее дальнейшего развития. 

Проблема постулата о параллельных линиях возникла йскоре 
после появления «Начал» Евклида, жившего на рубеже IV и III 
^столетий до н. э. Это замечательное сочинение подводило итог четы¬ 
рехвековому развитию эллинской геометрии, связанному с именами 
'Фалеса, Пифагора, Гиппократа, Демокрита, Теэтета и Платона: гео¬ 
метрия приняла форму дедуктивной науки. 

В начале своего изложения Евклид приводит наряду с определе¬ 
ниями немногие постулаты и аксиомы , т. е. такие положения, которые 
принимаются без доказательств, но кладутся в основу доказательств 
многочисленных теорем, охватывающих в своей совокупности всё 
«содержание геометрии. 

Первые постулаты Евклида весьма просты и говорят о возмож¬ 
ности проведения прямой через две точки и ее неограниченной про¬ 


должаемости, о возможности построе- с 

ния окружности и о равенстве пря- 
мых углов. 

Гораздо более сложен пятый по- А 
от у лат Евклида, содержащий следую- 1 / к а 

щее утверждение: две прямые, распо - Черт 1 

ложенные в одной плоскости и пересе¬ 
ченные третьей прямой, пересекаются между собою по ту сторону послед¬ 
ней, по которую они образуют с нею внутренние углы, сумма которых 
меньше 180° (см. черт. 1). 

Это положение, представляющее основу важнейших разделов гео¬ 
метрии *) (теории параллельных линий, теории подобия, основ 


*) Тем не менее следует отметить, что первые 28 теорем первой книги «Начал» 
Евклид доказывает без помощи пятого постулата. Совокупность таких положе¬ 
ний, не зависящих от пятого постулата, в настоящее время принято называть 
абсолютной геометрией. 
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тригонометрии, теории измерения круга и его частей, теории площадей 
и объемов), привлекло особое внимание комментаторов и продолжа¬ 
телей Евклида. Такое внимание, помимо сознания исключительной 
важности постулата, объяснялось еще и другим обстоятельством. 
Точка зрения, которая господствовала среди геометров и философов, 
начиная с Платона и кончая Кантом, требовала, чтобы постулат или ак¬ 
сиома, т. е. истина, положенная в основу науки, обладала признаком 
очевидности. Но если были очевидны остальные постулаты и аксиомы 
Евклида, то этого нельзя было сказать о пятом постулате. Вследствие 
этого возникло устойчивое мнение, что он включен в число постула¬ 
тов не потому, что его нельзя вывести из других, а потому, что* 
Евклид не сумел найти его доказательства. Отсутствие этого доказа¬ 
тельства стали считать основным недостатком системы Евклида, на¬ 
стоятельно требующим исправления. 

Так возникла проблема пятого постулата, решить которую тщетно- 
пытались в течение двух тысяч лет крупнейшие геометры Греции и 
Византии, стран Востока и Запада. Роковым образом оказывалось, 
что все предлагаемые доказательства либо содержали ошибку, либо- 
были основаны на явном или неявном допущении новой аксиомы, 
равносильной положению Евклида 1 ). 

На рубеже ХѴІН и XIX столетий, когда число неудачных попы¬ 
ток решить проблему параллельных особенно увеличилось, геометров 
охватило чувство, близкое к отчаянию. Выражая* чувства многих,, 
венгерский математик Фаркаш Больаи писал своему сыну Яношу:' 

«Молю тебя, не делай только и ты попыток одолеть теорию* 
параллельных линий. Я изучил все пути до конца; я не встре¬ 
тил ни одной идеи, которую бы я не разрабатывал. Я прошел 
весь беспросветный мрак этой ночи, и всякий свет, всякую» 
радость жизни я в ней погасил. .. Этот беспросветный мрак: 
может потопить тысячи ньютоновских башен. Он .никогда не 
рассеется и никогда несчастный род человеческий не будет* 
владеть чем-либо совершенным даже в геометрии. Это большая 
и вечная рана в моей душе». 

Но. в то самое время, когда писались эти слова, проблема была 
уже близка к своему разрешению. С разных сторон и независимо* 
друг от друга к ней подошли Гаусс, Швейкарт, Лобачевский и Янош 
Больаи. Однако это решение было не то, которое безрезультатно- 
искали геометры всех стран и народов в течение двух тысячелетий: 

О Об истории пятого постулата Евклида и попытках доказать его см. 
В. Ф. Каган, Лобачевский и его геометрия, М., 1955 (Очерк «Учение о 
параллельных линиях до открытия неевклидовой геометрии», стр. 21). 
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оно заключалось в утверждении, что постулат недоказуем , и первым 
важнейшим подтверждением этой недоказуемости было создание гео¬ 
метрии, отличной от геометрии Евклида. Следует заметить, что только 
•один Лобачевский последовательно и до конца своей жизни продол¬ 
жал разрабатывать неевклидову геометрию и первый опубликовал ее 
в печати. 

Гаусс приближался к этому решению уже в конце XVIII века, 
но прошло 25 лет, прежде чем он оставил надежду, на возможность 
доказательства постулата Евклида. Однако до конца жизни Гаусс не 
опубликовал своих идей и даже запрещал своим ближайшим друзьям, 
которым он писал о них, распространять это известие. Да и в этих 
письмах Гаусс первый раз высказался определенно только после 
того, как Герлинг переслал ему в 1819 году . заметку Швейкарта, 
содержащую предположение о возможности неевклидовой геометрии, 
которую последний назвал астральной 1 ). Судя по тому же письму 
Герлинга, Швейкарт сам еще не был полностью уверен в своем 
открытии и, может быть, поэтому впоследствии ничего уже не писал 
и не публиковал по этому вопросу. 

Лобачевский начал свои «работы по теории параллельных линий 
с попыток доказательства постулата Евклида. Записки его лекций 
в марте 1817 года 2 ) содержали такое доказательство, которое, несмотря 
на свое исключительное остроумие, неявно опирается на положение, 
равносильное постулату 3 ). Этот недостаток был вскоре обнаружен 
самим Лобачевским, который писал в 1822 году, что проблема парал¬ 
лельных представляет «трудность до сих пор непобедимую» 4 ). 

Однако уже 23 (11) февраля 1826 года Лобачевский передает 
факультету свой доклад, содержащий развернутое изложение неев¬ 
клидовой геометрии, которую он осторожно назвал воображаемой. 
Если принять во внимание, что ее разработка, включающая тригоно¬ 
метрию, должна была поглотить немало времени Лобачевского, кото¬ 
рый сверх того вел огромную педагогическую и административную 

1) Общие причины, которыми определяется длительность сомнений Гаусса, 
его нежелание обнародовать свои результаты и дать публичные отзывы о рабо¬ 
тах Лобачевского и Больаи, коренятся, по нашему мнению, в его мировоззрении. 
Ом. об этом: А. П. И о р д е н, Гаусс и Лобачевский, Историко-математические 
исследования, вып. IX, М., 1956. 

2 ) О лекциях Лобачевского («Записки Темникова») см. на стр. 383 этой 
книги. 

3 ) См. Б. Л. Лаптев, Теория параллельных линий в ранних работах 
Н. И. Лобачевского, Историко-математические исследования, вып. IV, М. — Л., 
1951, стр. 201—229. 

4 ) И. Н. Бронштейн, К истории «Обозрений преподавания чистой мате¬ 
матики Н. И. Лобачевского», Историко-математические исследования, вып. Ш, 
М. —Л., 1950, стр. 171—194. 
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работу, и сопоставить это с некоторыми документальными данными х )„ 
то можно придти к заключению, что Лобачевский открыл свою» 
геометрию не поздрее 1824 года. Впервые Лобачевский опубликовал, 
свое открытие в 1829 году в статье «О началах геометрии». 

Что касается Яноша Вольаи, то его сочинение «Аррешііх», содер¬ 
жащее своеобразное изложение основ неевклидовой геометрии, было* 
опубликовано в 1832 году, т. е. спустя три года после выхода в свет- 
статьи Лобачевского. 


II. 

Перейдем к изложению взглядов Лобачевского на геометрию и 
проблему параллельных линий. 

Лобачевский всегда требовал строгости в построении математиче¬ 
ских дисциплин и, в особенности, их оснований. В предисловии 
к своему учебнику «Алгебра» (1825 г.) он писал: 

«Для самой науки надобно было всегда желать, чтобы она. 
стала на твердом основании, чтоб строгость и ясность сохра¬ 
нялись в самых ее началах» 1 2 ). 

Этому требованию он старался удовлетворить й в алгебре и в ана¬ 
лизе. Но с этой точки зрения особенно неудовлетворительным каза¬ 
лось ему то изложение оснований геометрии, которое он находил, 
в литературе, начиная с Евклида и кончая современными ему учеб¬ 
никами. 

Уже в «Обозрении преподавания на 1824—1825 год» 3 ) Лобачев¬ 
ский пишет: 

«Начала геометрии казались некоторым столь легки, что они 
предлагали проходить их прежде арифметики и алгебры. Однако ж. 
если в математике строгость необходима, то начала геометрии 
представляют трудности... 

Если собственные чувства предохраняют от ложных заклю¬ 
чений в продолжении геометрии, то всё остается желать* 
избавить одну из частей математики от нарекания погрешать- 
против обыкновенной своей строгости, быть темной и недоста¬ 
точной в самых основаниях» 4 ). 


1) См. предыдущую сноску. 

2 ) н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. IV, стр. 370. 

3) Об «Обозрениях преподавания чистой математики» Лобачевского ^см. на. 
стр. 385 этой книги. 

4) См. «Материалы для биографии Н. И. Лобачевского», собрал и редактиро~~ 
вал Л. Б. Модзалевский, М. — Л., 1948, стр. 177. В дальнейшем эта книга цити¬ 
руется: Модзалевский. 
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Б своем сочинении «О началах геометрии» он говорит: 

«В самом деле, кто не согласится, что никакая Математиче¬ 
ская наука не должна бы начинаться с таких темных понятий, 
с каких, повторяя Евклида, начинаем мы Геометрию» х ). 

Ту же мысль Лобачевский повторил и в сочинении «Пангеометрия»,, 
отмечая недостаточность определений, приводимых в началах гео¬ 
метрии 1 2 ). 

Формулируя свои положительные требования, Лобачевский говорил 
в сочинении «О началах геометрии»: 

«Первые понятия, с которых начинается какая-нибудь наука, 
должны быть ясны и приведены к самому меньшему числу. 
Тогда только они могут служить прочным и достаточным осно¬ 
ванием учения» 3 ). 

Из этих, твердо установленных и сведенных к наименьшему числу 
понятий 

«... суждение производит уже всё прочее, выводя тотчас из- 
первых его данных новые, так потом и далее расширяя пределы 
наших познаний во всех направлениях до бесконечности» 4 * ). 

Что касается самих оснований геометрии, то Лобачевский говорит,, 
что они 

«... должны быть несомнительные для нас истины, первые 
наши понятия о природе вещей, которые будучи раз приобре¬ 
тены, сохраняются навсегда» б ). 

Как же приобретаются эти понятия и что обеспечивает их несом¬ 
ненность ? К решению этого вопроса Лобачевский подходил с материа¬ 
листических позиций, считая опыт основой всякого познания, в том 
числе и математического. В своей речи о важнейших предметах воспи¬ 
тания он говорит: 

«Надобно согласиться и с тем, что математики открыли пря¬ 
мые средства к приобретению познаний. Еще не с давнего вре¬ 
мени пользуемся мы сими средствами. Их указал нам знаменитый. 


1) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. еоч., т. I, стр. 185. 

2) См. стр. 137 этой книги. 

в) П. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 186. 

4 ) Н. И. Лобачевский, «Новые начала геометрии с полной теорией парал¬ 

лельных», Поли. собр. соч., т. Н, стр. 164. 

б) Из «Обозрения преподавания чистой математики на 1824—1825 год», Мод- 
залевский, стр. 177. 
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Бакон 1 ). Оставьте, говорил он, трудиться напрасно, стараясь 
извлечь из одного разума всю мудрость; спрашивайте природу, 
она хранит все истины и на вопросы ваши будет отвечать вам 
непременно и удовлетворительно» 2 ). 

В соответствии с этим общим тезисом Лобачевский рассматривает 
.и основания математики: 

«Первыми данными без сомнения будут всегда те понятия, 
которые мы приобретаем в природе посредством наших чувств» 3 ). 

«Такие понятия приобретаются чувствами; врожденным не 
должно верить» 4 * ). 

Исходя из своих общих гносеологических принципов, Лобачевский 
подходит к выбору основных понятий геометрии. Они должны 
быть непосредственно заимствованы из опыта, а не «составлены». 
Руководствуясь этими соображениями, Лобачевский предлагает считать 
основным объектом геометрии тело , а основным отношением между 
телами их прикосновение. Все остальные понятия, как-то: поверхность, 
линия, точка, прямая, плоскость и т. д., должны быть определены 
‘через эти основные понятия: 

«Мы познаем в природе одни только тела; следовательно 
понятия о линиях и поверхностях суть понятия произведенные, 
а не приобретенные, и по сему не должны быть принимаемы за 
основание математической науки б ). 

Эту точку зрения Лобачевский проводил всегда, начиная с неиз¬ 
данного курса лекций 1816—1817 гг., и развил ее особенно подробно 
ъ «Новых началах геометрии» 6 ). 

Систематическое изложение геометрии он начинает следующим 
-образом: 

«Прикосновение составляет отличительную принадлежность тел 
и дает им название геометрических , когда в них удерживаем это 


1) Френсис Бэкон — философ-материалист (1561—1626). 

2) Модзалевский, стр. 323. 

3) Н. И. Лобачевский, «Новые начала геометрии с полной теорией парал¬ 
лельных», Поли. собр. соч., т. II, стр. 164. 

4) Н. И. Лобачевский, «О началах геометрии», Полн. собр. соч., т. I, 
стр. 186. 

б ) Н. И. Лобачевский, «Обозрение преподавания чистой математики на 
1822—1823 год», Модзалевский, стр. 204. 

6 ) См. также, его сочинение «Геометрия», стр. 33 этой книги. 
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свойство, не принимая в рассуждение все другие, существен¬ 
ные ли то будут, или случайные» г )< 

Далее, Лобачевский намечает определение сечения, разделяющего 
два тела, находящихся в соприкосновении, и три главных сечения, раз¬ 
деляющих тело на восемь частей, подобно тому как координатные 
плоскости разделяют пространство на октанты. Рассматривая эти 
части, он предлагает различать соприкосновение поверхностное , линей¬ 
ное и в' точке, которые, по его мнению, дают содержание понятиям 
поверхности, линии и точки. 

Равенство тел и, в частности, равенство расстояний между двумя 
точками Лобачевский основывает, в сущности, на представлении 
о совмещении двух тел, хотя нигде не говорится явно о движе¬ 
нии. 

Понятие расстояния используется для определения сферы, плоскости , 
как геометрического места точек, равноудаленных от двух точек про¬ 
странства, и прямой , как места точек плоскости, равноудаленных от 
двух ее точек. После этого Лобачевский предлагает доказательство 
ряда теорем, среди которых отметим следующие: 

«Прямые сливаются как скоро проходят через две точки». «Прямая 
может быть продолжена до бесконечности, когда накладывается сама на 
себя частью, подвигаясь остальною вперед ». «Всякую точку па плоскости 
можно принимать за начало кругов» 2 ). 

Эти же предложения приводятся и среди пятнадцати начальных 
положений «Геометрических исследований», «коих доказательства не 
представляют затруднений» 3 ). Они интересны тем, что совпадают по 
содержанию с первыми тремя постулатами Евклида 4 ). Кроме этих 
трех предложений и постулата о параллельных линиях, Евклид при¬ 
водит только постулат о равенстве прямых углов, который в учебни¬ 
ках, современных Лобачевскому, доказывался как теорема, 

В связи с этим уместно поставить вопрос об отношении Лобачев¬ 
ского к аксиомам и постулатам вообще. Оба эти термина встречаются 
у Лобачевского очень редко; поэтому возникло мнение, что Лобачев¬ 
ский являлся принципиальным противником аксиоматического изло¬ 
жения геометрии и, следуя Даламберу, считал его признаком «химе¬ 
рической и схоластической строгости» б ). Мы не можем согласиться 
с этой точкой зрения. Лобачевский неоднократно упоминает общие начала 


1 ) Н. И. Лобачевский, «Новые начала геометрии с полной теорией парал¬ 
лельных», Поли. собр. соч., т. ч Н, стр. 168. 

2) Там же, стр. 189, 190, 192. 

3) Стр. 96 этой книги. 

4) Начала Евклида, кн. I, М. — Л., 1950, стр. 14—15. 

б) В. Ф. Каган, Лобачевский, изд. 2-е, М. — Л., 1948, стр. 137—138. 


2 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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геометрии, а этот термин в его время был синонимом термина 
«аксиома» 1 ). Более того, обосновывая в сочинениях «Новые начала 
геометрии» теорию измерения, он говорит прямо: 

«Чтобы удовлетворить всем этим требованиям, нельзя здесь 
обойтись без особых вспомогательных положений, которые при¬ 
нимают уже за аксиомы» * 2 3 ). 

Наконец, систематическое изложение геометрии в «Новых началах» 
содержит три положения о поступательных, обращательных и главных 
сечениях тела 8 ), которые носят характер аксиом. Правда, они сопро¬ 
вождаются некоторыми пояснениями, но при своей высокой требо¬ 
вательности к строгости Лобачевский не мог считать эти поясне¬ 
ния за доказательства. Что же касается аксиом и постулатов Евкли¬ 
да, которые приводились как таковые и в наиболее популярном 
учебнике того времени — «Элементах» Лежандра, то их Лобачев¬ 
ский считал нужным доказывать в качестве теорем, как мы видели 
выше. 

Нужно сказать, что всё это изложение начал абсолютной геометрии, 
которое намечается во всех сочинениях Лобачевского и приведено 
в развернутом виде в «Новых началах геометрии с полной теорией 
параллельных», представляется современному читателю наименее 
приемлемым из всего наследия великого геометра. Правда, подроб¬ 
ный анализ этого изложения с точки зрения современных взглядов 
еще не проводился, однако независимо от результатов этого анализа 
мы не можем отнестись без уважения к смелой попытке Лобачевского 
преодолеть те трудности в основаниях геометрии, которые былй осо¬ 
знаны и разрешены только через многие годы на основе изучения 
наиболее ценного из наследия Лобачевского и пр.ежде всего — его 
гениальной теории параллелей. 

В обозрении преподавания, написанном Лобачевским еще в 
1822 году, мы находим следующие слова: 

«Другого рода трудность в Геометрии представляет паралле¬ 
лизм линий, трудность до сих пор непобедимую, но между тем 
заключающую в себе истины ощутительные, вне всякого сомне¬ 
ния и столь важные для целой науки, что никак не могут быть 
обойденй 4 ). 


1) «Эвклидовых Начал восемь книг», перевод Петрушевского, СПб, 1819 

2) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. II, стр. 166. 

3) Там же, стр. 170, 171, 172. 

4) Модзалевский, стр. 205. 
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Чтобы обойти эти трудности в преподавании, Лобачевский предла¬ 
гает: 

«... все сии истины привести к одной такой, которая могла бы 
легко убеждать в ее справедливости, присоединяя сюда некото¬ 
рые пояснения, несмотря на недостаток строгости» г ). 

Понимая под «одной истиной» постулат Евклида или равносильное 
ему положение, Лобачевский и ‘приводит его в своем сочинении 
«Геометрия», сопровождая в качестве пояснения рассуждениями Берт¬ 
рана 2 ). Однако такое решение вопроса его явно не удовлетворяет; он 
его считает недостаточно строгим. 

Почему же мы не можем принять такое положение за аксиому? 
Потому, отвечает Лобачевский, что оно не вытекает из наших основ¬ 
ных понятий о телах, которые одни мы только и наблюдаем в при¬ 
роде. Неудачу в попытках построения теории параллельных Лобачев¬ 
ский объясняет тем, «что в самих понятиях еще не заключается той 
истины, которую хотели доказывать» 8 ). Вследствие этого постулат 
Евклида и всякое другое равносильное ему положение являются 
произвольными ; в сочинении «Пангеометрия» Лобачевский говорит: 

«Недостаточность начальных понятий для доказательства при¬ 
веденной теоремы 4 ) принудила геометров допускать прямо или 
косвенно вспомогательные положения, которые как ни просты 
кажутся, тем не менее произвольны и следовательно допущены 
бглть не могут» б ). 

Если постулат Евклида не может быть ни доказан, ни допущен, 
то как обосновать теорию параллельных линий, а вместе с ней и 
последующие важнейшие разделы геометрии ? Для Лобачевского, при¬ 
знающего общий материалистический тезис об опытном происхождении 
всякого познания, этот вопрос решался однозначно. Допущение Евклида 
долэюно быть проверено опытом и наблюдением. Однако этот опыт уже не 
может .быть тем простым и всеобщим опытом, который сводится 
к повседневному наблюдению над телами п их соприкосновением и 
является источником основных понятий геометрии. Сложной и абстракт¬ 
ной природе постулата о параллельных может соответствовать только 
сложный и глубоко продуманный эксперимент. Но всякий эксперимент* 
требует теории, а тот, который имеется в виду в данном случае, — 

!) Модзалевский, стр. 205. 

2 ) Стр. 57 — 58 этой книги. 

3) Н. И. Лобачевский, Новые начала геометрии, Поли. собр. соч., т. II, 
стр. 147. 

4 ) Лобачевский имеет в виду теорему о сумме углов треугольника, которая 
равносильна постулату Евклида. 

5 ) Стр. 137 этой книги. 


2* 
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разработанной геометрической базы. Однако если за эту базу принять 
евклидову геометрию, то, даже в случае положительного исхода 
эксперимента, мы можем оказаться в плену порочного круга. Вот почему 
для проверки евклидовой геометрии необходимо разработать другую 
геометрию, которая основана не на постулате Евклида, а на его отри¬ 
цании, Эту геометрию и разработал Лобачевский, назвав ее перво¬ 
начально воображаемой. 

III. 

Предполагая, что читатель знаком с элементами геометрии Лоба¬ 
чевского 1 ) или вернется к этим строкам после изучения его сочине¬ 
ния «Геометрические исследования по теории параллельных линий», 

мы только бегло коснемся ее основных 
положений. 

Прямую а , пересекающую прямую 5, 
будем вращать в каком-либо направлении 
вокруг ее точки А (черт. 2). При этом 
наступит момент, когда точка их пересе¬ 
чения «уйдет в бесконечность», т. е. пере¬ 
станет существовать. В этот момент пря¬ 
мая а станет параллельной прямой Ъ. 
Таким образом, прямая, проходящая через 
точку А и параллельная прямой Ъ , расположенной в той же пло¬ 
скости, является первой прямой, не пересекающей прямую Ь . 

Опустив перпендикуляр АВ из точки А на прямую Ъ, измерим 
угол со между этим перпендикуляром и параллелью а. Этот угол 
называется углом параллелизма , соответствующим перпендикуляру 
х = АВ, и обозначается П (ж). Постулат Евклида равносилен предполо¬ 
жению о том, что этот угол всегда прямой, а положение^ отрицающее 
этот постулат, или аксиома Лобачевского , утверждает, что угол паралле¬ 
лизма, соответствующий любому значению перпендикуляра а?, — острый. 
Отсюда вытекает, что различным значениям х соответствуют различные 
значения угла параллелизма и П ( х) есть убывающая функция от х , 

значение которой изменяется от ~ до 0, когда х изменяется от 0 до оо. 

Развивая геометрию своего пространства, Лобачевский заканчи¬ 
вает ее элементарную часть построением полной системы формул 


і) Для первого ознакомления е геометрией Лобачевского можно рекомендо¬ 
вать очерк В. Ф. Кагана «Великий русский ученый Н. И. Лобачевский» 
(В. Ф. Каган, Лобачевский и его геометрия. Общедоступные очерки, М., 
1955), и книжку П. А. Широкова «Краткий очерк основ геометрии Лобачев¬ 
ского», М., 1955. Систематическое изложение содержится в книге: А. П. П о р д е н, 
Элементарное введение в геометрию Лобачевского, М. — Л., 1953. 
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тригонометрии. Они отличаются от формул обычной тригонометрии 
прежде всего тем, что стороны треугольника входят в них под зна¬ 
ком функции П(#). Так, например, в прямоугольном треугольнике 
гипотенуза с связана с катетом а и противолежащим ему углом А 
соотношением 

П (с) = 1$ П (а) віпА. 

Лобачевский находит следующее выражение для функции П(&*): 

х_ 

со = П (а?) = 2 агсі&б к , (1) 

где к — постоянная, зависящая от выбора единицы масштаба. Отсюда 
вытекает, что во всех формулах тригонометрии стороны входят 
в отношениях к одной линии к. Лобачевский не дает ей особого 
названия и полагает ее обычно равной единице. В настоящее время 
эту линию называют абсолютным отрезком или радиусом кривизны 
пространства Лобачевского. 

Непосредственно можно показать, что в геометрии Лобачевского 
сумма углов треугольника меньше двух прямых. Разность между 
двумя прямыми, углами и этой суммой (дефект треугольника) про¬ 
порциональна его площади. Пользуясь тригонометрическими фор¬ 
мулами, можно также выразить дефект через стороны и отдельные 
углы треугольника. 

Предполагая отношения сторон к абсолютному отрезку очень 
малыми, Лобачевский показывает, что формулы евклидовой тригоно¬ 
метрии дают первые приближения к формулам тригонометрии его 
пространства. На этом основании он утверждает: 

«Воображаемая Геометрия обнимает употребительную Геоме¬ 
трию как частный случай, к которому переходим, принимая 
линии бесконечно малыми» 1 ). 

ІУ. 

Вернемся теперь к тому эксперименту, с помощью которого Лоба* 
чевский предполагает произвести проверку постулата Евклида. Суще¬ 
ственно то, что без предварительной разработки воображаемой гео* 
метрии самые условия этого эксперимента оставались бы совершенно 
неясными: нельзя было бы, например, ответить на вопрос, рассмо¬ 
трение каких фигур, малых или больших, является предпочтитель¬ 
ным. Но на основе развитой им теории Лобачевский дает однозначный 
ответ-на этот вопрос. Если геометрия реального пространства отли-^ 
чается от геометрии Евклида, то это различие должно сказываться 

1) Н. И. Лобачевский, Воображаемая геометрия, Поли. .собр. соч., т. ІП, 
стр. 26. 
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тем сильнее, чем больше наблюдаемая фигура. Отсюда с необхо¬ 
димостью следует, что мы должны наблюдать наибольшие из до¬ 
ступных нам фигур, т. е. такие фигуры, с которыми имеет дело 
астрономия. 

Исходя из этого, Лобачевский предлагает в сочинении «О нача¬ 
лах геометрии» следующую схему астрономических наблюдений. 

Предположим, что в некоторый момент времени мы наблюдаем 
из точки А неподвижную звезду 8 (черт. 3), находящуюся на пер- 




пендикуляре ^1$ к плоскости эклип¬ 
тики, т. е. плоскости земной орбиты. 
Наблюдая ту же звезду через полгода, 
т. е. из точки В земной орбиты, диа¬ 
метрально противоположной точке А, 
мы можем обнаружить, что луч зре¬ 
ния В8 отклоняется на угол 2 р от 
перпендикуляра к эклиптике; угол 2 р 
называется параллаксом звезды 8. Если 
мы допустим, что пространство 
неевклидово (т. е. в нем имеет место 
■аксиома Лобачевского), а звезда 8 
бесконечно удалена от нас, то ее параллакс все же не будет равен 
нулю, а равен разности между прямым углом и углом а. По¬ 
следний представляет собой угол параллелизма, соответствующий 
отрезку а, равному диаметру земной орбиты. Иначе говоря, мы будем 
иметь соотношение 

а = у — 2р = П (а ). 



Однако наблюдаемая нами звезда находится на конечном рас¬ 
стоянии от Земли. Вследствие этого угол а дает только нижнюю 
границу возможного значения угла параллелизма со. Подставляя 
в формулу (1) вместо х известное нам значение диаметра земной 
орбиты, а вместо со — значение угла а, мы можем найти верхнюю 
границу значения абсолютного отрезка &, после чего мы уже можем 
применять формулы тригонометрии Лобачевского к любому треуголь¬ 
нику. Предположим теперь, что параллакс звезды 8 является наи¬ 
меньшим из всех доступных достоверному наблюдению. Применяя 
формулы тригонометрии к треугольникам, образованным диаметром 
земной орбиты и другими звездами с большими параллаксами, мы 
можем найти величины дефектов этих треугольников, т. е. оценить 
отклонение в их геометрии от геометрии Евклида. 

Используя параллаксы, известные в его время, Лобачевский 
показывает, что эти отклонения ничтожно малы, и приходит к сле¬ 
дующему заключению: 
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«После этого можно воображать, сколь эта разность, на кото¬ 
рой основана наша теория параллельных, оправдывает точность 
всех вычислений обыкновенной Геометрии и дозволяет при¬ 
нятые начала этой последней рассматривать как бы строго 
доказанными 1 ). 

Предложив свой метод экспериментального обоснования евклидо¬ 
вой геометрии, Лобачевский не считал, однако, что этот метод дает 
окончательное решение вопроса. Он говорит только: 

«Очень вероятно, что Евклидовы положения одни только 
истинные, хотя и останутся навсегда недоказанными» 2 ). 

С другой стороны, он указывает на мнение Лапласа, согласно 
которому: 

«сама Природа указывает нам такие расстояния, в сравнении 
с которыми исчезают за малоетию даже расстояния нашей Земли 
до неподвижных звезд» 3 ). 

Когда данные, определяющие расположение столь далеких объек¬ 
тов, станут доступными измерению, потребуются новые наблюдения 
и не исключена возможность, что они позволят обнаружить неевкли¬ 
дову природу пространства. На, такую возможность Лобачевский 
указывает в «Пангеометрии» 4 ). Он предполагает, что каким-либо 
•способом, повидимому, отличным от метода измерения параллаксов, 
установлено, что наблюдаемый нами объект столь удален, что может 
•быть практически принят за бесконечно удаленный. Если при этом 
обнаружится, что его наблюдаемый параллакс всё же отличен от 
нуля, то это будет служить доказательством неевклидовой природы 
пространства б ). 

В «Новых началах геометрии» Лобачевский подходит к вопросу 
об осуществимости своей системы еще с одной очень интересной 
стороны. Он начинает с утверждения, что в природе мы познаем 


!) Н. И. Лобачевский, О началах геометрии, Поли. собр. соч., т. I, 
стр. 209. 

3 ) Там же. 

3 ) Там же. 

4 ) Стр. 216 — 217 этой книги. 

5 ) В допущении возможности установить удаленность объекта, не прибегая 
к измерению годового параллакса, нет ничего невозможного. Современная астро¬ 
номия исходит при этом из спектральных данных или наблюдений собственных 
.движений звезд. С этой точки зрения нельзя согласиться с Н. И. Идельсоном, 
который считает, что схема Лобачевского лишена смысла (см. его статью 
в «Историко-математических исследованиях», выл. II, ЭД.—Л., 1949). 
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собственно только движение, и все наши понятия взяты в свойствах 
движения. 

«После чего в нашем уме не может быть никакого противо¬ 
речия, если мы допускаем, что некоторые силы в природе 
следуют одной, другие своей особой Геометрии» 2 ). «... Силы 
всё производят одни: движение, скорость, время, массу, даже 
расстояния и углы 2 ). 

Чтобы пояснить свою мысль, Лобачевский указывает на возмож¬ 
ность допувщния, согласно которому воображаемой геометрии «сле¬ 
дуют молекулярные силы», причем радиусы кривизны, соответст¬ 
вующие различным силам, различны, чем и обусловливается всё 
разнообразие этих сил. Лобачевский замечает, однако, что «это чистое 
предположение только, для подтверждения которого надобно поискать 
других убедительных доводов» 3 ). 

У. 

Оставляя открытым вопрос об осуществимости своей геометрии 
в реальном пространстве, Лобачевский был несомненно убежден в ее 
праве на существование как логической системы. Однако, подчи¬ 
няясь, как и всюду, требованию полной строгости, он упорно ищет 
математического доказательства ее непротиворечивости. По его мне¬ 
нию оно становится возможным, когда геометрия «переходит в Ана¬ 
литику», т. е. после построения тригонометрии 4 ). Лобачевский 
отмечает, что из его тригонометрических соотношений вытекают, как 
предельные, соотношения евклидовой тригонометрии для бесконечно* 
малых треугольников. С другой стороны, .после замены сторон тре¬ 
угольника величинами аі , Ы у сг эти же тригонометрические соотно¬ 
шения переходят в формулы обыкновенной сферической тригоно¬ 
метрии. Отсюда Лобачевский заключает: «Следовательно обыкновенная 
Геометрия, Тригонометрия и эта новая Геометрия всегда будут 
согласны между собою» б ). 

Повидимому, эти рассуждения, приведенные Лобачевским в его> 
первой статье «О началах геометрии», не удовлетворили его пол¬ 
ностью. Поэтому в следующем своем сочинении «Воображаемая гео¬ 
метрия» он становится на другой путь. Принимая без вывода урав¬ 
нения своей тригонометрии, он доказывает, что они совместны 
с положениями абсолютной геометрии и, вместе с тем, могут служить^ 

*) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. П, стр. 159. 

2 ) Там же. 

3 ) Там же. 

4 ) Н. И. Лобачевский, Пангеометрия, стр. 164 этой книги. 

б ) Н. И. Лобачевский, О началах геометрии, Поли. собр. соч., т* І Гк стр. 26 П 



ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИДЕИ ЛОБАЧЕВСКОГО 


25 


основой для вывода основного факта неевклидовой геометрии: сумма 
углов треугольника меньше двух прямых* 

Параллельно с этими опытами логического оправдания своей 
системы Лобачевский предпринимает огромный труд, направленный 
отчасти к той же цели: он строит аналитическую, дифференциаль¬ 
ную и интегральную геометрию своего пространства, если понимать 
под последней систему методов, позволяющих вычислять длины дуг, 
площади, поверхности и объемы. Сравнивая выражения этих вели¬ 
чин, полученных различными способами, Лобачевский получает мно¬ 
гочисленные соотношения между определенными интегралами. Уве¬ 
ряясь аналитически в справедливости этих соотношений, он находит 
таким образом всё новые и новые подтверждения непротиворечивости 
своей геометрии. 

Получение этих результатов преследует еще и другую цель: рас¬ 
ширить возможности применения геометрии к анализу. 

«Как бы то ни было, — говорит Лобачевский, — новая Гео¬ 
метрия, основание которой уже здесь положено, если и не 
существует в природе, тем не менее может существовать в 
нашем воображении, и, оставаясь без употребления для изме¬ 
рений на самом деле, открывает новое, обширное поле для 
взаимных применений Геометрии и Аналитики» 1 ). 

Доказательства непротиворечивости, предпринятые Лобачевским, 
с современной точки зрения не могут считаться завершенными. Пер¬ 
вое строгое доказательство равносильности утверждений о непротиво¬ 
речивости геометрии Лобачевского и геометрии Евклида было дана 
Клейном в 1871 году, а арифметическое доказательство непротиво 
речивости последней — в начале XX столетия Гильбертом и В. Ф. Кага¬ 
ном. Однако и здесь мы не можем не склониться перед гением 
Лобачевского, который, на многие годы опередив свое время, первый 
поставил вопрос о необходимости доказательства непротиворечивости 
геометрии, первый указал путь его решения с помощью аналити¬ 
ческого истолкования ее основных понятий р: первый в своей «Вообра¬ 
жаемой геометрии» указал на возможность построения геометрии на 
аналитической основе. 

VI. 

При жизни Лобачевский не встретил отклика на свои идеи. На 
родине они остались непонятыми, а на Западе Гаусс и Янош Больаи, 
вполне оценившие их значение, по разным причинам не высказались 
публично. 

*) Н. И. Лобачевский, О началах геометрии,. Поли. собр. соч^ т. I* 
стр. 209—210. 
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Положение изменилось только через 10 лет после смерти Лоба¬ 
чевского. Опубликование переписки Гаусса привлекло вниманію 
к проблемам неевклидовой геометрии, а Е. Бельтрами, сопоставив 
результаты Лобачевского с работами Ф. Миндинга 1 ) о поверхностях 
постоянной кривизны, показал, что геометрия Лобачевского осуще¬ 
ствляется на особой поверхности евклидова пространства — псевдо¬ 
сфере 2 ). Этот результат рассеял подозрения в противоречивости 
геометрии Лобачевского; его идеи, получив всеобщее признание, 
начали со всё возрастающей силой влиять на общий ход развития 
математики. 

Внимание геометров было прежде всего обращено на проблемы 
оснований их науки. Многочисленные изыскания, проведенные в этой 
области Клейном, Ли, Гельмгольцем, Пашем, Пеано и его школой, 
увенчались в начале текущего столетия установлением полной системы 
аксиом евклидовой и неевклидовой геометрии, разные варианты кото¬ 
рых были предложены Гильбертом и В. Ф. Каганом. Выли также 
поставлены и разрешены основные проблемы непротиворечивости, 
независимости и полноты этих систем. Путь решения этих проблем 
с помощью аналитического (точнее говоря, арифметического) истол¬ 
кования основных геометрических понятий был, как мы это видели 
выше, предуказан Лобачевским. 

Строгая аксиоматизация геометрии послужила примером и для дру¬ 
гих математических дисциплин: арифметики, математической логики, 
теории множеств, теории вероятности и некоторых разделов теоре¬ 
тической физики. Интенсивная работа в этом направлении продол¬ 
жается, способствуя углубленному пониманию сущности математики 
и ее дальнейшему развитию. 

Открытие неевклидовой геометрии положило начало разработке 
теории обобщенных пространств. Если до Лобачевского наука знала 
единственное евклидово пространство, а сам Лобачевский указал на 
возможность второго — неевклидова, то в настоящее время множество 
различных пространств сг трудом поддается обозрению. Пространства 
Римана и Вейля, пространства аффинной, проективной и конформной 
связности, введенные Картаном и Скоутеном, пространства Финслера, 
П. А. Широкова, Келлера, В. Ф. Кагана и многие другие предста¬ 
вляют общие понятия, заключающие бесчисленное множество частных 
случаев. Геометрии этих пространств строятся, как правило, на ана- 

1) Ф. Миндинг (1806—1885) — ученик Гаусса, профессор Дерптского (Тартус- 
ского) университета. Работа Миндинга о поверхностях постоянной кривизны 
относится к 1840 году. 

2) См. об этом: В. Ф. Каган, Лобачевский и его геометрия, М., 1955 

(Очерк «Великий русский ученый Н. И. Лобачевский и его место в мировой 
науке», стр. 133—137). 
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литической основе, но и эта возможность была намечена Лобачевским 
в его «Воображаемой геометрии». 

Построение этих многообразных и подчас весьма причудливых 
систем не является самоцелью. Они находят свое применение прежде 
всего при изучении с различных точек зрения сложных образов 
обыкновенного пространства: поверхностей, множеств прямых, кру¬ 
гов, сфер и т. д. Так, например, геометрия Лобачевского исполь¬ 
зуется при изучении семейств кругов и сфер, геометрия Римана 
служит внутренней геометрией поверхностей, а геометрия аффинной 
связности — внутренней геометрией поверхностей, рассматриваемых 
с проективной точки зрения. 

Еще более широкие приложения нашли обобщенные пространства 
в вопросах анализа, алгебры и теоретической физики. Лобачевский 
первый применил свою геометрию к вычислению интегралов. Опи¬ 
раясь на геометрию Лобачевского, Пуанкаре решил основную проб¬ 
лему теории автоморфных функций. Теория дифференциальных 
квадратичных форм геометризируется на основе системы Римана, 
и эта геометризация используется в физике и механике голоном- 
ных систем. Одно из обобщений пространства Римана — негЬлоном- 
ное пространство — возникло в связи с задачей распространения 
геометрических методов на механику неголономных систем. Теория 
неголономных пространств была значительно углублена в работах 
В. В. Вагнера, удостоенных премии Лобачевского в 1936 году. 
В. В. Вагнеру принадлежит также ряд глубоких исследований по 
разработке геометрических методов общей задачи вариационного исчи¬ 
сления. 

Геометризация теории непрерывных групп привела Картана к поня¬ 
тию геометрического пространства. Ряд важных результатов в этой 
области получен П. А. Широковым и П. К. Рашевским. 

Теория функций многих комплексных переменных находит свою 
геометрическую основу в теории биаксиального, биаффинного, кел- 
лерова пространства. 

В начале XX века физика пережила один из глубочайших пере¬ 
воротов, которые знала история науки. Опираясь на бесспорные 
эксперименты, А. Эйнштейн создал в 1905 году свою теорию относи¬ 
тельности, которая привела физиков к коренному пересмотру взглядов 
на пространство и время. В 1908 году Г. Минковский показал, что 
математическая схема новой теории приводит к рассмотрению четы¬ 
рехмерного пространства (пространства Лоренца), геометрия которого 
близка к евклидовой, но всё же существенно от нее отличается. Позд¬ 
нее Варичак обратил внимание на глубокие аналогии между теорией 
относительности и геометрией Лобачевского, а Клейн и А. П. Котель¬ 
ников обнаружили причину этих аналогий: группа вращений 
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пространства Лоренца совпадает по своей структуре с группой дви- 
жений пространства Лобачевского. Таким образом была обнаружена 
глубокая связь геометрии Лобачевского с физикой. 

Дальнейшее развитие идей Эйнштейна привело его в 1916 году 
к созд ан ию новой теории тяготения, которую он назвал общей тео¬ 
рией относительности. В ее основу сразу была положена геометри¬ 
ческая схема. Эйнштейн предположил, что поле тяготения проявляется 
в «искривлении» пространственно-временного многообразия, т. е. 
в отклонении его геометрии от геометрии Лоренца и в замене ее 
более общей римановой геометрией. 

Работа ряда физиков и математиков над построением единой теории 
гравитационного и электромагнитного поля, в которой сам Эйнштейн 
принимал участие до последних дней своей жизни, еще не может 
считаться законченной. Однако и в ее основу кладется геометрия 
обобщенных пространств еще более сложной природы, чем геометрия 
Римана. 

Таким образом, идея Лобачевского о связи геометрии с природой 
сил, действующих в пространстве, нашла свое подтверждение в ряде 
теорий современной физики. 


VII. 

Заканчивая этот очерк, мы не можем не вспомнить с благодар¬ 
ностью имена тех, кто способствовал распространению идей великого 
геометра на его родине: Алексея Васильевича Летникова (1837—1888), 
который первый в нашей печати признал значение открытия Лоба¬ 
чевского и опубликовал свой перевод его «Геометрических исследо¬ 
ваний», Александра Васильевича Васильева (1853—1929), исследова¬ 
теля жизни и творчества Лобачевского и организатора международного 
конкурса его имени, Александра Петровича Котельникова (1865—1944), 
изучившего связь геометрии Лобачевского с механикой и составив¬ 
шего глубокие комментарии к его первой работе, Петра Алексеевича 
Широкова (1895—1944), автора ряда исследований по геометрии 
Лобачевского и ее обобщениям, Николая Григорьевича Чеботарева 
(1894—1947), подготовившего переиздание алгебраических работ Лоба¬ 
чевского. 

Особо должны быть отмечены труды Вениамина Федоровича Кагана 
(1869—1953), который всю свою долгую научную жизнь посвятил 
распространению и развитию идей Лобачевского. Ему принадлежат 
первое в нашей литературе оригинальное изложение неевклидовой 
геометрии и большое число статей, брошюр, монографий и учебников, 
посвященных тому же вопросу. Под влиянием изучения трудов Лоба¬ 
чевского В. Ф. Каган предпринял большой труд построения и иссле- 
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.дования полной системы аксиом геометрии, который и завершил 
в 1902 году. Он открыл и исследовал субпроективные пространства 
и поставил задачу метрической двойственности. В. Ф. Каган был 
главою научной школы, представители которой в Москве, Казани, 
Саратове, Горьком и других городах Советского Союза продолжают 
разработку проблем неевклидовой геометрии. Последним научным 
подвигом В. Ф. Кагана было издание полного собрания сочинений 
.Лобачевского, главным редактором которого он состоял до конца 
своей жизни. 
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ВСТУПЛЕНИЕ 

Часть чистой Математики, в которой предписываются способы 
измерять пространство, называется Геометриею [ г ]. 

Геометрическое тело удерживает одно только свойство протя- 
оісепия от тел природы. 

Протяжение есть свойство тел, распространяясь, приходить 
в прикосновение друг с другом [ 2 ]. 

В природе все тела троякого протяжения, но можно предста¬ 
влять одно только протяжение — в линиях , двоякое —в поверхно¬ 
стях, и наконец все три в телах [ 8 ]. Итак линии, поверхности и 
тела составляют Геометрические величины. Посему и Геометрия 
может быть разделена на три части: о измерении линий (Лонги - 
метрия), о измерении поверхностей (Планиметрия) и о измерении 
тел (Штереометрия) [ 4 ]. 

Соединение Геометрических величин происходит через их вза¬ 
имное прикосновение. Измерение их состоит в наполнении изме¬ 
ряемого несколько раз взятой мерою, или частями ее, соединяя 
их через прикосновение [ 6 ]. Начало и конец линии принимает 
в Геометрии общее название точки. 

Представляя линию составленною из других, можно допускать 
точки во всем ее протяжении. 

Линии касаются, если у них общая точка и одна линия остается 
на одной только стороне в отношении к другой [ 6 ]. Линии пересека¬ 
ются, если у них точка общая и одна линия переходит в отноше¬ 
нии к другой с одной стороны на другую. Линии сливаются, или 
совпадают, когда они неразличествуют, или когда у них есть часть 
общая. Подобно и поверхности касаются в точках, или линиях, пе¬ 
ресекаются в линиях и сливаются все, или в частях. Геометрия 
окацчивается там, где покажутся способы измерения всех Геометри¬ 
ческих величин. За нею следует приклад Аналитики к Геометрии [ 7 ]. 
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ГЛАВА I 

ИЗМЕРЕНИЕ ЛИНИЙ 


Прямыми линиями называются те, которые сливаются, как скора 
у них две общие точки, и которые не могут не сливаться при 
двух общих точках [ 8 ]. Плоскость есть поверхность, которая всегда 
сливается с прямой линией [ 9 ]. Круг, или, справедливее, круговая 
линия , есть такая линия в плоскости, для которой возможна точка, 
вне ее на равном расстоянии от всех ее точек. Расстояния сии 
названы полупоперешниками , а общая точка, от которой они бе¬ 
рутся— центром круга. Посему круги различествуют между собою, 
если у них не равны полупоперешники, и сливаются только тогда, 
когда полупоперешники равны и центр общий. Части круга на¬ 
зываются дугами , и, по свойству круга, сливаются, когда у них 
общий центр. Круг, рассматриваемый в целости, но отдельно от- 
центра и полупоперешников, называется также окруоісность [ 10 ]. 

Для измерения прямой линии можно брать за меру также 
прямую линию, потому что мера такая, будучи несколько раз. 
взята, или ее части сливаются с измеряемою прямой и могут ее 
наполнять. Подобно и для измерения дуги может служить мерою 
часть того же круга. Пусть дается линия А, прямая или дуга, 
круга, и В ее мера также прямая линия в первом случае и дуга 
того же круга в другом случае. Пусть К укладывается п раа 
в А с остатком Б' < і?; пусть потом В' уложится п' раз в В 
с остатком В" < В' ; остаток В" в В' уложится п" раз с остатком 
В т < В" ; остаток В ш в В" снова п т раз с остатком В 1У < В'" и т. д. 
Наконец недолжно выходить остатку или, что все равно, быть-так 
малу, что чувства не могут его давать знать, того менее орудие 
мерять. Пусть это случится при линии ф, когда она в предъиду- 
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щей Р ляжет р раз. Все такое измерение будет представлено 
уравнениями: 

А = пВ+ В'; В = п'В' + В "; В ' = п"В" + В ш \ 

В" = п'"В'"-\-В™, и т. д. 

Отсюда 

А , 1 

7Г= п +— -Г 

п'-і - Г 

п" + - і— 

п"' + —- - 

и ІѴ + И т. д.. . -. 

Что все приводя в одну дробь, величина линии А будет произ¬ 
ведение сей дроби на Р, а самая -дробь — содержание линии А 
к В [П]. 

Для измерения, как прямых линий, так и кривых, берется 
прямая линия метр и его десятые, сотые, тысячные и т. д. 
части [ 12 ]. Но как для измерения требуется, чтоб мера, или ее 
части, накладываясь на измеряемую линию, наполняли ее, а кри¬ 
вые линии не могут сливаться с прямыми, то и их измерение 
в строгом смысле невозможно. Что же разумеют в Геометрии под 
измерением кривых линий, состоит в том, чтоб разделять кривые 
линии на весьма малые части тем менее, чем хотят более соблю¬ 
дать строгости; потом вместо сих частей принимать прямые, со¬ 
единяющие их концы, тогда сумма всех сих прямых дает длину 
кривой линии. Способ сей заимствован из самого измерения г 
употребляемого нами в природе: окружности колес меряются 
цепью, которой звенья представляют прямые линии, взятые вместе 
частей кривой линии. Измерение почитается тем вернее, чем 
звенья цепи мельче; а последняя точность будет достигнута, если 
вместо цепи возьмется гибкая нить, т. е. цепь с неприметно ма¬ 
лыми звеньями. Впрочем измерение целых линий составляет часть 
Аналитики, где дифференциальное исчисление показывает способ 
для всякой линии находить такую величину, к которой тем более 
приближается мера данной кривой линии, чем мельче она раз¬ 
делится на части, и эта-то величина почитается истинною мерою 
кривой линии [ 13 ]. 
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ГЛАВА II 

ОБ УГЛАХ 

Для сравнения дуг в круге величины их выражаются в четы¬ 
рехсотых частях окружности, которые части называются градусами. 
Они разделяются вновь на десятые, сотые, тысячные и т. д. ча¬ 
сти [ 14 ]. Градусы выражаются целыми числами со знаком ° наверху, 
напр. 25°; части же градуса выражаются десятичною дробью. 

Две сходящиеся прямые линии должны встретиться только 
в одной точке, иначе они не были бы прямые. 

Углом называется выраженная в градусах дуга между двух 
сходящихся линий прямых, описанная из точки их пересечения. 
Ясно, что число градусов такой дуги остается то же, какой бы ни 
был полупоперешник;ибо здесь дуги разных полупоперешников 
будут соответственно укладываться на их окружностях [ 1б ]. 

Углы, о которых здесь говорится, называются линейными , 
когда надобно их отличить от других углов, взятых не между 
линий. Угол в 100° называется прямым^ а две линии, составляю¬ 
щие такой угол, будут перпендикулярны друг к другу, каждая 
перпендикуляром к другой. Две линии, сходясь под углом 200°, 
составляют одну прямую линию. 

На линии из всякой точки можно восставить перпендикул; ибо 
около всякой точки можно описать полкруга с одной стороны, 
воображать полукруг разделенным пополам; тогда чрез средину 
будет проходить перпендикул. Здесь же видно, что перпендикул 
из точки на линии в плоскости может быть только один. 

Угол между двумя линиями, когда они не переходят за точку 
пересечения, может быть взят с двух сторон, но обыкновенно бе¬ 
рется меньший из двух. Угол двух линий, когда они продолжатся 
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за точку пересечения, может быть взят также различно. Если 
две линии а и Ъ (черт. 1) сходятся в общую точку и продол¬ 
жения их за точку пересечения назовем 
соответственно і и В, то угол между а и & 
и угол между А л В разнятся только в по¬ 
ложении, но одинаковы по величине; ибо 
как тот, так и другой составляют 200° с углом 
между а и В. Также углы у а с В и 
у Ъ с А будут равны. Такие углы называются 
вертикальными. Два угла уасЬлуВса 
или им равные будут как тот, так и другой 
принадлежать к двум прямым; посему надобно 
всегда означить, который именно из двух 
разумеется углом пересекающихся линий. 

Две плоскости пересекаются в прямой линии, что составляет 
необходимое требование определения плоскостей [ 16 ]. Угол двух 
плоскостей или плоскостной угол есть угол между перпендику- 
лами, проведенными в двух плоскостях к линии пересечения [ 17 ]. 
Продолжение плоскостей за линию пересечения составит верти¬ 
кальные углы, [которые,] как и в прямых линиях, между собою 
равны. Здесь также надобно означать, который из двух углов 
надобно разуметь углом двух пересекающихся плоскостей. Когда 
угол' двух плоскостей прямой, то плоскости будут перпендику¬ 
лярны одна к другой. 

Углы линейные и плоскостные называются острыми , когда они 
< 100°; тупыми , когда > 100°. 

Угол [прямой] линии с плоскостью называется угол, который 
делает линия с линиею пересечения данной плоскости плоскостию, 
к нею перпендикулярною и проходящею вместе чрез линию. 

Поверхность шара называется поверхность, которой все точки 
на одинаковом расстоянии от одной — центра шара. Равные рас¬ 
стояния будут полупоперешники шара; два полупоперешника в пря¬ 
мой линии составляют поперешник. Части поверхности шара сли¬ 
ваются с поверхностию шара во всяком месте, когда у них общий 
центр. Свойство частей поверхности шара сходно со свойством 
дуг в отношении к кругу, почему можно допускать и измерение 
частей поверхности шара подобным образом [ 18 ]. 
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Поверхности ограничиваются линиями» Плоскости могут быть 
ограничены или прямыми, или кривыми линиями. Ограниченные 
прямыми линиями называются вообще многоугольниками , которых 
прямые линии будут стороны. Менее трех сторон не могут огра¬ 
ничивать плоскости; если сторон три, то плоскость получает на¬ 
звание треугольника , если четыре, то — четыреугольника и т. д. по 
числу сторон. Части многоугольников суть: стороны, углы, [число] 
которых всегда одинаково с числом сторон, и площадь , название, 
принятое для означения всей плоскости многоугольника. 

Треугольники, которых две стороны равны, называются рав¬ 
нобедренными , а у которых все три стороны равны— равносторон¬ 
ними. В равнобедренном треугольнике неравная сторона называется 
основанием , две равные стороны — бедрами . Треугольник, у кото¬ 
рого один угол прямой, называют прямоугольным, сторону против 
прямого угла — гипотенузою , две прочие — катетами. Плоскость, 
ограниченная круговою линиею, называется обыкновенно кругом, 
ограниченная хордою и дугою — отрезком , дугою и двумя полу- 
поперешниками — вырезком [ 19 ]. 

Тела ограничиваются или плоскостями, или кривыми поверх¬ 
ностями. Если тело ограничивается одними только плоскостями, 
то части такого тела будут: самые плоскости — стороны, плоскост¬ 
ные, телесные углы и объем — пространство внутри тела. Стороны 
тела встречаются друг с другом в прямых линиях, которые на¬ 
зываются ребрами . 

Если тело ограничивается треугольниками, составляющими 
телесный угол, и еще треугольником или многоугольником, кото¬ 
рый довершает ограничение, то такое тело называется пирамидой . 
Она будет треугольная, если все стороны ее треугольники; много¬ 
угольная, если в ней найдется многоугольник, который означается 
всегда названием: основание пирамиды. 



ГЛАВА III 

О ПЕРПЕНДИКУЛАХ 

Способ восставлять из точек к линии или плоскости перпен- 
дикулы и опускать из точки на линию или на плоскость перпен- 
дикул взят из свойств равнобедренных треугольников, которые 
заключаются в следующем: 

В равнобедренном треугольнике углы против равных сторон 
равны. Пусть в Д АВС (черт. 2) сторона Ъ = е, то покрывая такой 
треугольник им же, начиная класть точку 
1 на і, линию & на с, и как угол остается 
тот же, то и с покроет 6; тогда по равен¬ 
ству Ъ и с точка С будет в В , точка В 
в (7, сторона а покроет сторону а и след. 

Д В покроется углом (7, т. е. Д В = Д(7 [ 20 ]. 

Обратно, если в треугольнике два угла 
равны, то против них и стороны равны. 

Пусть в Д АВС будет Д В = Д (7, то 
накрывая Д АВС им же, начиная класть 

Черт. 2. 

точку С в В, линию а в а, и соединяя 

плоскости но равенству углов В и (7, сторона Ъ должна сливаться 
с с, сторона с с &, а следовательно пересекаться в той же точке А, 
что и покажет, что Ъ = с. Такие треугольники, у которых два 
угла равны, будут, следовательно, равнобедренные. 

Равносторонние [треугольники], так как они вместе и равно¬ 
бедренные, должны иметь все три угла равные, и обратно: тре¬ 
угольники, у которых все три угла равные, должны быть равно¬ 
сторонние. 

В равнобедренном треугольнике линия, проходя чрез вершину 
и средину основания, будет перпендикулярна к основанию и 
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А 


разделит угол при вершине пополам; если же проходит чрез вер¬ 
шину и делит угол пополам, то будет перпендикулярна к осно¬ 
ванию и разделит основание пополам; если перпендикулярна 
к основанию, то разделит его пополам и угол при вершине, 

В /\АВС (черт. 3), если Ъ = с , а след. 

С, если Т> средина основания а, 
то Д АБС будет покрывать Д АБВ , когда 
полагаем один на другой стороною БС 
на БВ, стороною Ъ на с, следовательно 
ДАББ = ДАБМ7 = 100°, ДБАБ = ДБА<7. 

Когда АБ разделяет ДА пополам, то 
опять Д АБС . покроет Д АБВ , полагая 
один на другой стороною Ъ на с, удержи¬ 



Черт. 3. 


вая АБ общей, а следовательно ВБ = БС, 
^АБВ= 1_АБС. 


Если АБ перпендикулярна к ВС , то, перенося Д АБС на 
Д АБВ, удерживая АБ общей, сторона БС пойдет по БВ и не 
может окончиться в С иначе вышло бы ДАС"Б = ДБ, а как 
Д АСБ [а вместе с тем и ДАБ'Б] так же равер ДБ, то АС' 
должно бы быть перпендикулярно к ВС вместе с АБ, А С и АБ, 
что не может быть; иначе продолжения 
АС и АВ по другую сторону ВС сошлись 
бы снова [ 21 ]. 

И так, чтобы восставить перпенди- 
кул из точки А на линии (черт. 4), 
надобно взять равные линии АВ и АС, 
потом линию Ь > АВ, точки В и С взять 
за центры, около них описать круги, 
такие круги необходимо пересекутся 
где нибудь в точке Б [ аа ], и АБ будет 
перпендикулом к ВС. 

Чтоб опустить перпендикул из точки А на ВС (черт. 5), на¬ 
добно взять где нибудь [на данной прямой] точку В и около А 
полупоперешником АВ описывать круг. Если круг не будет пере¬ 
ходить на другую сторону линии ВС, то взять полупоперешник 
более АВ, тогда это случится непременно. Круг, проходя с одной 
стороны на другую, пересечет линию в двух точках В л С. От 



Черт. 4. 
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точек В л С, полагая на другую сторону равные линии ВЕ и 
ЕС [ 23 ],' потом проводя линию АЕ , составим два треугольника АЕВ 
и АЕС , которые одинаковы, потому что 
покрывают друг друга, когда положатся 
один на другой стороною ЕС на ЕВ и 
АС на АВ , а след. / ят ВАВ = /_САВ и 
АВ перпендикулярна к ВС. 

Перпендикулом к плоскости назы¬ 
вают такую линию, которая стоит пер¬ 
пендикулярно на всех линиях, прове¬ 
денных в плоскости чрез/ точку пере¬ 
сечения. Довольно, чтоб линия стояла 
перпендикулярно на двух линиях 
в плоскости, тогда уже она будет пер¬ 
пендикулярна и ко всем, а следовательно 
будет перпендикулом [к] плоскости. 

Пусть (черт. 6) АВ перпендикулярна 
к СС' и ВТ)' в точке их пересечения В, 
то АВ будет перпендикулярна и ко вея- 



в \ 



\ 

/ 


Е 

Черт. 5. 


кой третьей ЕЕ'. Отделяем линии АВ, ВС, ВЕ, ВВ, удерживая 
их взаимное положение, переносим их на прочие линии так, чтоб 

точка В оставалась на 
своем месте, потом на¬ 
кладываем плоскость 
АВВ на плоскость 
АВВ' ; то по равенству 
вертикальных плоско¬ 
стных углов плоскость 
АВС покроет пло¬ 
скость АВС', по равен¬ 
ству же прямых углов 
линия ВВ ляжет на 
ВВ', ВС на ВС' и сле¬ 
довательно плоскость 
ВВС на В'ВС'; наконец по равенству углов ЕВВ и Е'ВВ' линия 
ВЕ сольется с линиею ВЕ', то есть углы АВЕ и АВЕ' будут 
равны, то есть каждый [из них] прямой [ 24 ]. 
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Две плоскости пересекаются в линии, перпендикулярной к тре¬ 
тьей плоскости, к которой они вместе перпендикулярны. Когда 
(черт. 7) плоскости АКБ и СІВ перпендикулярны к плоскости ЕЕ, 
то линия пересечения СН двух первых будет перпендикулом 



[к] последней. Переносим плоскости СВ и АН , сохраняя их взаим¬ 
ное положение, на плоскости СВ и СВ. Точку Н оставляем на 
своем месте, линию НВ кладем на НІ, плоскость ЕВ снова на ЕЕ, 
то равенство углов КНВ и ВНІ заставит линию НК слиться с ли¬ 
нией НВ, наконец равенство прямых углов требует, чтоб пло¬ 
скость СВ сливалась с плоскостью СН , плоскость КС с плоскостью СВ, 
и следовательно их общая линия пересечения будет СН, углы СНІ, 
СНВ, СНК и СНВ равны между собою и все прямые [ 2б ]. 

Перпендикул к линии пересечения двух перпендикулярных 
друг к другу плоскостей бывает перпендикулом к одной, когда 
он лежит в другой. Иначе третья перпендикулярная плоскость 
на первой в пересечении со второй, проходя чрез пяту перпенди- 
кула, произвела бы другой перпендикул к линии пересечения двух 
первых плоскостей. 

Плоскость, проходя чрез перпендикул [к] другой, бывает к ней 
перпендикулярна. Потому что линия, проведенная во второй пло¬ 
скости чрез пяту перпендикула под прямым углом к линии пере¬ 
сечения двух плоскостей, делает прямой угол с перпендикулом, 
который и будет углом двух плоскостей. 

Из того, что было доказано перед этим о перпендикулярных 
плоскостях и перпендикулярных линиях, следуют правила, как из 
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точки на плоскости восставить перпендикул и опустить на пло¬ 
скость перпендикул из точки. 

Чтобы восставить перпендикул на плоскости [ 26 ], надобно взять 
произвольно линию в данной плоскости вне данной точки на пло¬ 
скости, потом к этой 
линии вести перпендикул 
из данной точки, другой 
перпендикул вне пло¬ 
скости [ 27 ], чрез две по¬ 
следние линии провести 
плоскость и в ней пер¬ 
пендикулярную линию к 
линии в данной пло¬ 
скости, которая была про¬ 
ведена из данной точки. 

Пусть дается точка А в плоскости ВС (черт. 8), ведем в сей плоскости 
произвольно линию БЕ, опускаем на нее из точки А перпенди¬ 
кул АЕ и другой перпендикул ЕС вне плоскости ВС, то плоскость, 
проведенная чрез АЕ и СЕ, будет перпендикулярна к линии ВЕ, 



А 



Черт. 9. 


а следовательно и к пло¬ 
скости СВ; посему пер¬ 
пендикул АЖ на АЕ в 
плоскости АЕС будет 
перпендикулом к пло¬ 
скости ВС. 

Чтоб опустить перпен¬ 
дикул из точки на пло¬ 
скость, надобно произ¬ 
вольно провести линию 
в плоскости, на нее опу¬ 
стить перпендикул из 


данной точки, другой перпендикул провести в плоскости чрез 


пяту первого и на сию последнюю линию опустить перпендикул 
из данной точки. Пусть дается точка А и плоскость СВ. (черт. 9). 
Ведем в СЖ произвольно линию ВС , из А опускаем на нее 
перпендикул АВ, чрез точку В ведем другой перпендикул ЕВ 
в плоскости СВ[ и к сей последней линии ведем перпендикул АЕ, 
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который и будет перпендикулом [к] плоскости СгН , по тем же 
причинам, что и выше. 

Отсюда же выходит способ ставить перпендикулярные пло¬ 
скости. Если дается линия на плоскости и требуется чрез нее 
провести перпендикулярную плоскость к данной, то надобно про¬ 
водить перпендикулярную линию в плоскости к данной линии, и 
к этой вновь проведенной приставить перпендикул вне плоскости 
в точке пересечения двух первых, чрез эту последнюю линию и 
данную вести плоскость, которая и будет требуемая [’ 28 ]. 

Если надобно провести перпендикулярную плоскость к другой 
чрез линию вне ее, то стоит только опустить из двух точек на 
данной линии перпендикулы, и чрез них провести плоскость [ 29 ], или, 
когда данная линия пересекает плоскость, в точке пересечения 
провести по плоскости к ней перпендикулярную линию, другую 
перпендикулярную к сей последней в плоскости, чрез которую уже 
и данную проводить плоскость. Последний способ короче, но пред¬ 


полагается, что линия пересекает плоскость, или может пересечь 
по достаточном продолжении. Доказательство видно само собою [ 30 ]. 

Перпендикулы представляют кратчайшие расстояния точки от 
линии и от плоскости. Если А5 перпендикулярна к СВ (черт. 10), то 
д АВ менее всякой другой линии 

АЕ , проведенной от А к той 
/ \ же линии СВ. По другую сто- 

/ \ рону линии АБ воображаем 

/ \ Д АВЕ , одинаковый с Д АВЕ, 

/ \ для чего нужно только БЕ 

/ ч ч перенести на другую сторону 

/ \ точки В. Круг, описанный из 

_Д__ \^ то^ки А полупоперешником 

ЕВЕ АЕ , пройдет чрез Е и Е и 

Черт. 10. не пересечет более ни в какой 

третьей точке линии (7-0, иначе бы вышед равнобедренный треуголь¬ 
ник, в средине которого мог бы провестись другой перпендикул 
из точки А к линии СВ. Отсюда видно, что АВ должна быть продол¬ 
жена, чтоб дойти до окружности,описанной АЕ, а след. АВ < АЕ [ 31 ] . 

Перпендикул из точки на плоскость тоже будет кратчайшее 
расстояние, иначе нашлось бы, что на линии перпендикул длиннее 


наклонной линии. 




ГЛАВА ІУ 

ИЗМЕРЕНИЕ ТЕЛЕСНЫХ УГЛОВ. 

О ПРАВИЛЬНЫХ МНОГОУГОЛЬНИКАХ И ТЕЛАХ 


Поверхность шара, подобно кругам, разделяется на 400 равных 
частей плоскостями, проходящими чрез один поперешник. Сии ча¬ 
сти называются градусами, и подразделяются на десятые, со¬ 
тые и т. д. 

Часть поверхности шара, вырезанная плоскостями, проходя¬ 
щими чрез центр, и которой величина назначается в градусах, 
называется телесным углом [ за ], Плоскости, составляющие телесный 
угол, будут грани угла, и по числу сих плоскостей называется 


угол трегранным, четырегранным 
и т. д. 

Точно так же как многоуголь¬ 
ники могут быть произведены из 
сложения и вычитания треуголь¬ 
ников, так и многогранные телес¬ 
ные углы производятся из трегран- 
ных. Посему измерение телесных 
углов вообще приводится к изме¬ 
рению одних только трегранных. 

Плоскость, пересекая поверх¬ 



ность шара, дает в пересечении 
круг. 


Черт. 11. 


Перпендикул СЕ (черт. 11) из центра шара С на плоскость АВВ, 


которая пересекает поверхность шара по линии АВВ , не может 


падать вне шара, например, в точку Е, иначе' бы линия АЕ , про¬ 


веденная по плоскости внутрь шара, дала бы две точки пересече¬ 
ния А и В на поверхности шара, которые с центром С образовали бы 
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равнобедренный треугольник, а в нем мог бы провестись перпен- 
дикул к линии АР кроме СР [ 33 ]. Две точки А и Д взятые произ¬ 
вольно на линии АТ>В , образуют с центром два треугольника АСЕ 
и ВСЕ , которые будучи положены один возле другого в одну 
плоскость, удерживая линию СЕ общею, составят равнобедренный 
треугольник, где СЕ из вершины будет идти перпендикулярно 
к основанию, а следовательно АЕ = ЕВ. Так и все подобные ли¬ 
нии АЕ и ЕВ равны между собою, то есть линия АВВ круг, 
точка Е его центр. 

Посему все телесные углы ограничены на поверхности шара 
кругами равного полупоперешника с шаром и притом самого 
большого полупоперешника [ 84 ]. Вот почему одноцентрные круги с 
шаром на поверхности его называются самыми большими кругами. 

Вершина телесного угла есть общая точка пересечения граней. 
Продолжение граней за точку пересечения образует другой те¬ 
лесный угол, который с первым называются вершинными. Равно¬ 
бедренный и равносторонний [трехгранный] телесный угол — те, 
в которых две, или все три грани равны. 

Вершинные телесные углы равны [ зб ]. Нужно показать это 
только над трегранными углами, потому что плоскости, раз¬ 
деляющие один из вершин¬ 
ных углов на трегранные, 
разделяют продолжением 
за вершину и другой угол 
на столько же трегранных 
углов. 

Если в трегранном те¬ 
лесном угле САВВ (черт. 12) 
грани АС В и АС В равны, 
то вершинный с ним угол 
С А'В'В' совершенно одина¬ 
ков; ибо, полагая 1_АСВ 
на / т А'СВ ', равенство плоскостных углов между САВ и САВ 
заставит и плоскость АСВ покрыть плоскость А'СВ' , а как вместе 
‘ и АСВ = і ^ А'СВ', АСВ — А'СВ', то линия СВ сольется 
с СВ', СВ с СВ', так один угол будет совершенно наполнять 
другой [ 36 ]. 
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Если же телесный угол САВВ (черт. 13) не равнобедренный, 
то проводим чрез точки А , В л В на поверхности^также плоскость, 
опускаем на нее перпендикул СЕ , то произойдут треугольники 
ЛЕС) ВЕС, ВЕС с рав¬ 
ными углами АСЕ , ВСЕ , 

ВСЕ ; потому что они, 
удерживая линию общею 
СЕ, и будучи поставлены 
один возле другого в 
одну плоскость, соста¬ 
вляют равнобедренный 
треугольник, в котором 
линия чрез вершину перпендикулярна к основанию. Отсюда сле¬ 
дует, что СЕ, будучи продолжено до Е на поверхности шара, дает 
равные дуги АЕ, ВЕ и ВЕ, то есть, что телесный угол АВВ раз¬ 
деляется на три равнобедренные телесные угла АЕВ, ВЕВ, ВЕА, 
которые должны все складываться, или одни вычитаться из дру¬ 
гих, смотря по тому, Е упадет ли внутрь телесного угла, или вне. 

Теперь, когда телесный угол раз¬ 
делится на три равнобедренных 
помощию трех плоскостей, вершин¬ 
ный с ним угол разделится теми 
же плоскостями на одинаковые 
с ними, а следовательно вершин¬ 
ные углы равны. 

Представляем часть поверхности 
шара, вырезанную плоскостями 
трегранного телесного угла, верши¬ 
на которого занимает место цен¬ 
тра шара. Линии а , Ъ , с (черт. 14) 
пусть будут линии пересечения 
плоскостей с поверхностию шара, точки А, В, С пусть будут точки 
пересечения линий между собою, взятые так, чтоб А лежало 
против а, В против Ъ , С против с [ 87 ]. Продолжаем а в обе стороны 
на поверхности шара, покуда составится полный круг. Дуги Ъ и 
с продолжаем за точку их пересечения А, покуда они дойдут до 
круга от а. Получатся четыре телесных угла X, У, 2 и у АВС [ 38 ]. 
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Означим чрез \А плоскостной угол в У АВС против дуги а, 
чрез \В, \С два другие угла против дуг & и с. Легко видеть, что 

ХАВС+Г=№; 

Х.АВС+2 = \С. 

Точно так же вершинный угол с углом X, а следственно вместо 
него и самый угол X дает 

Х.АВС-{-Х=\А. 

Наконец сумма всех четырех телесных углов X, X, 2 и ^ АВС 
составляет 200°, что присоединяя к предъидущим трем уравнениям, 
выводим: 

л АВ0 = ^ + ^Д + ^- 200 ° Н . 

Так определяется телесный [трехгранный] угол помощию пло¬ 
скостных. 

Отсюда не трудно вывести, как определяется величина вся¬ 
кого телесного угла из плоскостных, его составляющих. Если 
разделяем телесный угол на трегранные, следуя выше изъяснен¬ 
ному способу, то видим, что для числа граней п величина телес¬ 
ного угла будет: 

і • {сумма плоскостных углов — (п — 2)200°}. 

Отсюда выводятся важные заключения о правильных телах. Но 
для полноты предмета скажем сперва о правильных многоуголь¬ 
никах. Так называются те, у которых все стороны и все углы 
равны. Правильный многоугольник с п сторонами можно произ¬ 
вести, разделив круг на п равных частей 
и точки разделения соединив линиями. 
Тогда центр круга называется вместе и цент¬ 
ром правильного многоугольника. Обратно, 
во всяком правильном многоугольнике нахо¬ 
дится центр. Разделяем для сего один из 
углов линиею [пополам]. Такая линия прой¬ 
дет через весь многоугольник и разделит его 
на две одинаковые части. Отсюда следует, что 
другая подобная линия пересечет первую внутри многоугольника- 
Ц усть АЮ разделяет угол А пополам (черт. 15), ВТ> разделяет 
угол В , равный с А , пополам, а -О их точка пересечения. В Д АВП 
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две стороны АТ) и ВТ) будут равны, третий линия СТ) производит 
Д СВТ), одинаковый с ДАЕД как скоро угол С = = А и линия 

ВС = ВА [ 40 ]. Ибо, накладывая /\АВТ) на /\Т)ВС, оставляя ВТ) 
общею стороною, линия В А должна упасть на ВС точкою А на С , 
следовательно АТ) = Т)С и 1_Т)СВ = 1_ВАВ = ^ 1_А. Так и все 
расстояния от Т) вершин углов в правильном многоугольнике 
будут равны АТ), то есть В — центр многоугольника. 

Итак, правильные многоугольники возможны со всяким числом 
сторон, и в каждом правильном многоугольнике есть центр. 

Правильным шелом называется то, которое ограничено правиль¬ 
ными многоугольниками и которого все телесные и плоскостные 
углы одинаковы. Это требует вместе и одинаковости многоуголь¬ 
ников между собою, и чтоб они во всех телесных углах смыкались 
в равном числе. 


Телесные углы, которых плоскостные углы равны и грани 
одинаковы, могут назваться правильными. В них плоскости, раз¬ 
деляющие плоскостные углы пополам, пересекаются в общей ли¬ 
нии— оси угла, и каждая из них разделяет телесный угол на две 
одинаковые части, а следовательно, выходя из телесного угла, или 
сливается с ребром^ или разделяет грань пополам. Оси наклонены 
к ребрам под равными углами. 

В правильном теле плоскость, разделяющая один из плоскост¬ 
ных углов пополам, дает в пересечении с поверхностью тела или 
правильный многоугольник, или такой, где стороны через одну 
и углы через один равны. В первом случае не трудно видеть, что 
центр многоугольника будет центром правильного тела, то есть 
такою точкою, которая равноотстоит от вершин телесных углов. 
Во втором случае, соединяя концы каждых двух смежных сторон 
линиею, снова получим правильный многоугольник, центр кото¬ 
рого будет центром правильного тела. 


Пусть число сторон правильного тела тг, каждая сторона — 
правильный многоугольник с т боков, в каждом телесном угле 
пусть смыкаются многоугольники в числе і. 

Описываем из центра правильного тела шар, то каждой сто¬ 
роне будет отвечать при центре правильный телесный угол с ш гра- 

„ 400 ° 

нями, в котором каждый плоскостный угол = -у, а следовательно 


4 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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весь телехтый угол=і-|т»^ -( ш —2)‘200°|. А как такой угол 

должен быть вместе п-я часть от 400°, то 

— и 
П 2т — (т — 2 ) • і * 

Числа тг, ^ ш должны быть целые и положительные и призом,, 
как 3 , так и ^!> 3 . Пусть т = 3 +^ 9 , где следовательно р = 0 г 
или р > 0, тогда 

и 

П — 6 — і — (і — 2)р * 

Отсюда видно, что і должно быть менее 6. Если полагаем т = 
то п делается 

4 * 

12 — 4 *— д(і — 2 ) ’ 

а как 12 — Ш может быть только нулем, или числом отрицательным > 
а і — 2 всегда положительное число, то у должно быть отрица¬ 
тельным, то есть т всегда менее 6. 

Итак, все предположения чисел т и і заключаются в следующем: 

т = 3, і = 3, п = 4, тело называется шешраедр (четыресторонник) 
ш = 3, і = 4, п = 8, » » октаедр (осьмигранник) 

т = 3, ^ = 5, ?і = 20, » » икосаедр (двадцатигранник) 

т — 4, ^ = 3, л = 6, » » куб (шестисторонник) 

т = 4, ^ = 4, знаменатель в п делается отрицательным, следова¬ 
тельно такое тело не возможно. 

т = 5, (; = 3, ?г = 12, тело называется додекаедр (двенадцатигранник) 
т = 5, 1 = 4:, знаменатель в ?г отрицательный, следовательно тело 
не возможно. 

т = Ъ, 1=Ь, п также отрицательно и тело не возможно. 

Правильные многоугольники, как мы видели, могут быть 
со всяким числом стороп; напротив, правильных тел возможно 
только пять [ 41 ]. 

В правильных многоугольниках еще то особенного пред пра¬ 
вильными телами, что в них число сторон одинаково с числом 
углов, в правильных телах этого нет. Пусть г означает число 
углов в правильном теле, удерживая прежнее означение в прочих 
буквах, будем изображать сумму всех плоскостных углов, 
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которые произойдут, когда из центра правильного тела проведутся 
плоскости чрез все бока многоугольников, с другой стороны эта 
сумма должна давать г • 400°, следовательно г = ^. Итак 

в тетраедре углов ... 4 

в кубе. 8 

в октаедре. 6 

в додекаедре.20 

в икосаедре .12 





ГЛАВА У 


ОБ ОДИНАКОВОСТИ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

Геометрические величины называются одинаковыми, когда одну 
можно взять без различия вместо другой. Уверяются в одинако¬ 
вости тем, что когда одна поставится в другую, линии и поверх¬ 
ности одной сольются с линиями и поверхностями другой. Если ж 
две геометрические величины одинаковы по частям только, тогда 
они равны [ 49 ]. Иногда равенство некоторых только частей в двух 
величинах производит уже одинаковость; но надобно, чтоб сии 
части были той и другой соответственны. Говоря об одинаковости 


А А ' 



треугольников, мы не будем упоминать о соответственности, как 
о необходимом условии, которое само собою должно подразуме¬ 
ваться; также для краткости вместо того чтоб сказать: сторона, 
угол одного треугольника равен стороне, углу другого, будем 
говорить: сторона равна, угол равен. 

Два треугольника одинаковы, когда у них сторона и при ней 
два угла равны. Если в /\АБС и ДА'Б'С" (черт. 16) будет ВС = В'С', 
угол В= /_В', /_с = 1_ О ', то, полагая один на другой стороною ВС 
на В'С', по равенству углов АВ должна итти по А'В ', АС по А'С' 
и следовательно сходиться в одной точке. 
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Два треугольника одинаковы, когда у них сторона равна и два 
угла, из которых один против стороны. Если в треугольнике АВС 
и /\А'В'С' (черт. 17) сторона ВС = В'С', угол (7= Д С', ДА = Д А\ 

А А 



то чтоб они не были одинаковы, надобно, чтоб выходил [\АВТ, 
когда один положится на другой равною стороною, в котором 
сумма двух углов ВАТ) и ВТ)А составляла бы 200° [ 43 ]. 

Но если в /\АВТ (черт. 18) сумма углов В и I) равна 200% 
то, во первых ни Д ни Т) не может быть прямой, иначе они были 


А 



бы оба прямые, а стороны АВ и АТ два перпендикула [к ВТ]. 
Если ж В например острый, Т следовательно тупой, то перпен- 
дикул АЕ на ВТ должен падать вне Д АВТ на стороне ВТ . Де¬ 
лаем ТЕ = ЕЕ, ведем АЪ , то получим два одинаковые треуголь¬ 
ника АЕТ и АЕЕ , след. Д АТЕ = Д АЕТ , а как Д АТЕ= углу Д 
то АВ=АЕ и точка Е должна быть на средине ВЪ, чего одна- 
кож нет. 

Здесь в доказательстве упоминается, что перпендикул так падает 
от одного бока угла на другой, что к нему обращается острый 
угол. Причина этому та, что, когда два перпендикула не могут 
сходиться, то еще менее линия не может сходиться с перпенди- 
кулом, будучи обращена к нему тупым углом [ 44 ]. 

Два треугольника бывают одинаковы, когда у них две сторо¬ 
ны и угол между ними равны. Если в Д АВС и Д А'В'С’ 
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сторона АВ = А'В', АО = А'С', угол А = ^ А' (черт. 19), то, полагай 
один на другой одной из. равных сторон, например АВ на А'В', 
другая сторона АО должна будет ложиться на А'С' по равенству 
углов А и А '. Таким образом, один треугольник будет покрывать 
другой. 



Черт. 19. 


Два треугольника одинаковы, когда у них две стороны равны 
и угол против большей из равных сторон. В Д АВС и Д А'В'С' 
(черт. 20) пусть АВ = А'ВАС = А Г С, /^В' и притом 

АС > АВ. Полагаем Д А'В'С на Д АВС , стороною А'В' на АВ , 
тогда В'С' пойдет по ВС, но пусть не кончится в С, а в С'. Вый¬ 
дет /\АСС' равнобедренный, в котором перпендикул на осно- 



Чѳрт. 20. 


вание С С' будет проходить чрез 
середину и следовательно углы 
при основании будут острые, 
угол же АС В, то есть угол С 
треугольника АВС , будет тупой. 
Делаем АВ = ВА и как 
> АВ , то точка В должна быть 
между А и С\ следовательно 
Д АВС разделится на Д АВВ 
равнобедренный и другой 
[\ВВС. В /А АВВ угол АВВ 
острый, а в /А ВВС углы ВВС 
и ВС В тупые. 


Теперь, если представляем себе перпендикулы в точках В и С, 


то они должны будут итти внутри Д ВВС, а следовательно и 


пересекаться. 

Если же точка С ' треугольника А'В'С' упадет внутри Д АВС, 
тогда обратно, перенося треугольник АВС на Д А В С сто- 
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роною АВ на А'В\ точка С упадет вне Д А'В'С ', что не должно 
быть._ И так точка С может только падать в С'. 



Треугольники одинаковы, когда 
у них три стороны равны. Пусть 
АВ = А'В', АС = А'С\ ВС = В'С' 
(черт. 21) в треугольнике АВС и 
Д А'В'С'. Приставляем Д А'В'С' 
к АВС так, чтоб сторона ВС была 


А' 



Черт. 21. 


общая обоим и чтоб равные стороны сходились в точках В л С. 
Соединяем А и А' прямою линиею. Произойдут два равнобедрен¬ 


ных треугольника АВА' и АСА', в ко¬ 
торых Д В А А' = Д В А'А , Д С А А' = 
= ЦСА*А. Если точка пересечения В 
линии А А' с ВС будет между В л С, 
то ДБАА' +Д<7АА'= ДА; Д5А'А-Ь 
-+■ ДСА'А = ДА', а следовательно и 


А' 



Черт. 22. 



Если же точка I) падает вне Д АВС и Д А'В'С' 
(черт. 22), то разность углов ВАА' и С А А' даст ДА, разность 
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ВА'А и С А'А дает угол А ', откуда снова следует, что 
угол А = А\ Когда же углы А и А' в Д АВС и Д А'В*С' равны, 
то они должны быть одинаковы потому, что у них две стороны 
равны и угол между сими сторонами. 

Из всех сих случаев одинаковости треугольников видно, что 
части треугольника должны находиться в зависимости друг ог 
друга, и что должен существовать способ определения одних 
частей треугольника помощию прочих. Даже здесь видно и то, 
что три части треугольника, как скоро между ними есть по край¬ 
ней мере одна сторона, определяют три остальные. Примечание 
сие важно потому, что определение неизвестных частей треуголь¬ 
ников составляет предмет Тригонометрии, и здесь следовательно 
можем уже назначить наперед, что задачи Тригонометрии должны 
состоять в том, чтоб находить величину трех частей треугольника, 
когда другие три даны. После будет видно, что треугольники не 
всегда бывают одинаковы, когда у них только углы равны, следо¬ 
вательно и Тригонометрия не может дать способа для определения 
сторон треугольника, когда только его углы известны. Некоторые 
Математики невозможность определения линий помощию углов 
хотели принять за основание геометрии, но такое основание не¬ 
достаточно, потому что разнородные коликиѳ могут быть в зави¬ 
симости друг от друга [ 4б ]. 



ГЛАВА VI 


О ИЗМЕРЕНИИ ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ 

Измерение плоскостей основывается на том, что две линии: 
сходятся п, когда они стоят на третьей по одну сторону и когда, 
одна перпендикул, а другая наклонена под острым углом, обра¬ 
щенным к перпендикулу. Линии АВ и СВ 
(черт. 23) должны сходиться по достаточном 
продолжении, если одна из них АВ пер¬ 
пендикулярна к ВС , а другая СВ накло¬ 
нена к ВС под острым углом С, обращенным 
к перпендикулу А В. Строгого доказательства 
сей истины до сих пор не могли сыскать. 

Какие были даны могут назваться только 
пояснениями, но не заслуживают быть поч¬ 
тены в полном смысле Математическими 
доказательствами [ 4Ѵ ]. Лучшее из них сле : ^ 

дующее: 

400 ° 

Восставляем перпендикул СЕ, пусть ВСЕ =-, где п целое 

число. Кладем п таких углов, как ВСЕ , один возле другого вер¬ 
шинами вместе: произойдет круг, которого плоскость может рас¬ 
пространяться во все стороны беспредельно. Между тем когда 
возьмется линия в п раз более ВС и на концах такой линии вое- 
ставятся перпендикулы, то плоскость между перпендикулами может* 
распространяться только в одну стороцу. Отсюда видно, что пло¬ 
скость между линиями ВС и СЕ увеличивается гораздо более от 
продолжения линий ВС и СЕ, нежели плоскость между АВ и СЕ. 
от продолжения линий АВ и СЕ, и что наконец первая должна, 
превзойти вторую. Тогда она не будет помещаться более между АВ: 
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и СЕ, что не иначе может произойти, как когда СВ пересечет АВ . 

Когда утол-ВСЕ дробная часть от 400°, то приближаем ВС к СЕ, 

200 ° 

покуда составится угол в и где п целое число. Линия ВС в ее 
новом положении должна будет сходиться с А В, тем более, еле- 

ц довательно, всякая другая линия СВ , далее 
отклоненная от СЕ [ 48 ]. 

Отсюда следует во первых то, что 
когда одна линия перпендикулярна к дру¬ 
гой, эта к третьей, третья к четвертой 
и когда все четыре линии лежат в одной 
плоскости, а прямые углы по одну сто¬ 
рону линий, то первая будет перпенди¬ 
кулярна к четвертой, так что составится 
четыреугольник с прямыми углами, 
который посему и называется прямоуголъ - 
пгпг [ 49 ]. 



Черт. 24. 


Пусть ѲА перпендикулярна к АВ, А В к ВС, ВС к СВ (черт. 24), 
то всякая линия ВВ, проведенная в угле В, должна пересекать 
как АО, так и СВ [ б0 ]. Положим, что ВВ пересекает прежде АО 
в точке Е, потом СВ в точке В, тогда продолжение АЕ вступит 
в Д ВВС и не может встретиться ни с ВС, ни с ВВ, необходимо 
пересечет СВ в какой нибудь точке Е. То же выйдет, когда ВВ 
пересекает прежде СВ, потом АО. Дру¬ 
гое предположение, то есть, что ВВ 
сходится вместе с АО и СВ, значило 
бы уже само по себе, что СВ и АО 
пересекаются. Угол при точке Е не 
может быть острый внутри четвероуголь¬ 
ника: иначе СЕ и В А сходились бы 
на стороне ВС [ 51 ] , не может быть 
также тупой: иначе угол ВЕА будет 
острый и АВ с СВ будет сходиться на 
другой стороне, что не должно быть, 
потому что АВ и СВ перпендикуляр¬ 
ны к ВС. 

В прямоугольниках противоположные стороны равны. Если 
предположим в прямоугольнике АВСВ (черт. 25) сторону АВ 



Черт. 25. 
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«более СВ, то, покрывая четыреугольник АВС В им самим так, 
чтоб СВ ложилась на АВ , а АВ на СВ , тогда точка В должна 
•будет упасть между точек А ж В, где нибудь в В'\ напротив 
точка А вне четвероугольника АВСВ, где нибудь в А', следова¬ 
тельно АВ и А'В' пересекутся и дадут два перпендикула на 
линии из одной точки. 

Два прямоугольника одинаковы, когда у них стороны равны. 
Доказательство этому сделать весьма легко наложением одного 
прямоугольника на другой. 

Когда бок прямоугольника разделится на равные части, в точ¬ 
ках деления восставятся перпендикулы к боку, которые проведутся 
чрез весь прямоугольник, то прямоугольник разделится на оди¬ 
наковые между собою прямоугольники. Ясно, что перпендикулы 
должны отрезывать прямоугольники; ясно и то, что первый со 
вторым имеют два равные бока, так и второй с третьим, третий 
-с четвертым и так далее до последнего. 

Отсюда непосредственно следует, что когда два бока смежные 
в прямоугольнике разделятся один на п равных частей, другой 
на т равных частей и от точек деления проведутся чрез прямо¬ 
угольник перпендикулы к бокам, то прямоугольник разделится 
на одинаковые прямоугольники, число которых будет произведе¬ 
ние чисел п и т. 

Пусть в двух прямоугольниках А ж В смежные бока СВ, ВЕ 
<(черт. 26) одного содержатся к смежным бокам ЕС ж ОН дру- 



В Ч Е 

Черт. 26. 


того, как числа р к п, у к т, то, разделяя СВ на р равных частей: 
таких частей в ЕС будет заключаться п. Разделяем ВЕ на % 
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равных частей, то таких частей в ѲК будет т. Прямоуголь¬ 
ник А разделится на р^ таких прямоугольников, которых в В 
будет ?гт, следовательно содержание прямоугольника А к В равна 

содержанию ^ [ б2 ]. 

Прямоугольник с равными боками называется квадратом. Для 
измерения плоскостей за единицу берется квадрат, которого бока 
линейная единица. И так величина прямоугольника есть произ¬ 
ведение двух перпендикулярных боков, которые также называют* 
высотою и основанием. 



ГЛАВА VII 

ОБ ИЗМЕРЕНИИ ТРЕУГОЛЬНИКОВ И ДРУГИХ ФИГУР 

Берем прямоугольник, которого а и Ъ два перпендикулярные 
<бока (черт, 27), ведем линию внутри его чрез вершины двух 
противоположных углов, такую линию называют диагоналом , как 
в прямоугольнике, так и во всяком четыреугольнике; сим обра¬ 
зом произойдут два прямоугольные 
треугольника, которых катеты линии 
и и &, а гипотенуза диагонал, и ко¬ 
торые будут одинаковы, потому что 
: у них три стороны равны. Каждый 
треугольник следовательно половина 
прямоугольника. В предъидущем 
уроке [ бз ] видели, что площадь пря¬ 
моугольника равна произведению 
.двух перпендикулярных боков, по- 
-сему площади прямоугольных треугольников, которые производит 
диагонал в прямоугольнике, каждая = -і- ай, а как все прямо¬ 
угольные треугольники, которых катеты а и і, одинаковы между 
чюбою, то отсюда и следует, что площадь всякого прямоугольного 
треугольника равна половине произведения двух катетов. 

Пусть теперь Д АВС (черт. 28) будет не прямоугольный. Из 
-вершины которого нибудь угла, например А, опускаем перпенди- 
*кул на противоположную сторону а. Как угол С предполагается 
не прямой, то перпендикул р не может падать в точку (7; но по ту, 
или другую сторону. И так надобно здесь различать два случая: 
или р внутри треугольника АВС , или вне. В первом случае р раз¬ 
деляет а на две части: х одну, а — х другую, а /\АВС разделится 
на два прямоугольных треугольника, так что р их будут катеты 


а 
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одного, ря а — х катеты другого. Площадь одного = рх , площадь. 

1 ^ 
другого = “2” р (а — ж), следовательно того и другого вместе дадут 

площадь /\АВС = ^ ра. Во втором случае также происходят два 
прямоугольных треугольника: одного катеты р и х, называя х бли¬ 
жайшее расстояние р от угла (7, другого катеты и а + ж, то есть 
перпендикул и дальнейшее расстояние р от угла В . Площадь тре¬ 



угольника АВС будет разность площади большего прямоугольного 
треугольника без меньшего; но площадь первого = ^ р (х + а) , 
площадь второго = — рх , следовательно площадь Д АВС = \-ра у 
то же, что и в первом случае. 

Перпендикул р называют высотою треугольника, а сторону а, 
к которой р перпендикулярна, — основанием . Распространяя это- 
название и на прямоугольные треугольники, надобно один из ка¬ 
тетов, который нибудь, называть высотою треугольника, другой 
основанием, и тогда площадь всякого треугольника, как прямо¬ 
угольного, так и непрямоугольного, будет равна половине произ¬ 
ведения основания на высоту. 

Многоугольники могут всегда быть разделены на треугольники,, 
и таким образом их площади быть измерены. Для сего требуется 
знать высоту и основание всех треугольников, происшедших от 
разделения. Если многоугольник дан в его сторонах и углах, 
выраженных числами, тогда всего лучше находить вычислением 
высоты и основания треугольников, которые его составляют, что 
требует уже помощи Алгебры [ б4 ]. Если ж многоугольник дан в чер¬ 
теже, то вместо того, чтоб мерить высоту и основание каждого 
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треугольника порознь, удобнее сперва превращать многоугольник 
в один треугольник. Это делается так, что каждый отделенный 
треугольник линиею, проходящею чрез концы двух смежных сто¬ 
рон, заменяется другим равным, который бы в присоединении 
к остальной части многоугольника уменьшал число его сторон на 
одну. Для сего надобно, чтоб вновь присоединенный треугольник 
удержал основание и высоту отделенного, чтоб одна его сторона 
была общею с многоугольником, и чтоб которая нибудь из двух 
прочих сторон составляла прямую линию со смежною стороною 
многоугольника [ бб ]. Все это должно быть моим слушателям давно 
известно, почему и оставляю дальнейшие подробности. 

О прямой трапеции и параллелограммах скажем однакож 
особо. Прямою трапециею называется четыреугольник, у которого 


три стороны только друг к другу перпендикулярны. Вчетыреуголь- 
нике АВВС (черт. 29), если три стороны а, &, с друг к другу пер¬ 


пендикулярны [ б6 ], но АС не пер¬ 
пендикулярна к В А, а следова¬ 
тельно и к СВ , то перпендикул 
из точки А на противоположную 
сторону СВ должен быть равен 
с с и отрезать на СВ к стороне с 
линию, ровную с а, что и пред¬ 
полагает уже неравенство сторон Ъ 
и а. Пусть Ъ > а, то перпендикул с 



из А на Ъ пойдет внутри трапе¬ 


Черт. 29. 


ции и отрежет по одну сторону прямоугольник, которого пло¬ 
щадь = ас, по другую сторону прямоугольный треугольник, кото¬ 
рого катеты с и Ь — а, площадь = с (Ь — а). Обе площади вместе 
дают с (а + 6), то есть площадь прямой трапеции равна половине 
произведения среднего перпендикула на сумму двух крайних. 

Параллелограмм называется четыреугольник, составленный из 
двух одинаковых треугольников, соединенных так, что их равные 
стороны противоположны. Основание параллелограмма называется 
одна из его сторон, высота треугольника при том же основании 
называется высотою основания, следовательно площадь параллело¬ 
грамма равна произведению высоты на основание [ 57 ]. 




ГЛАВА VIII 


О ПАРАЛЛЕЛОГРАММАХ 


Две . линии называются параллельными , когда они в одной 
плоскости и когда не могут пересекаться, сколько бы ни были 


продолжаемы. 

Если из точки на линии опустится перпендикул на парал¬ 
лельную с ней, то он будет вместе перпендикулом и для другой. 
Иначе перпендикул к одной делал бы с другою по ту или другую 



В В 


Черт. 30. 


сторону острый [угол], и следовательно 
предположенные параллельные линии 
должны бы сходиться по ту или другую 
сторону. Отсюда следует, что чрез дан¬ 
ную точку к данной линии можно про¬ 
водить одну только параллельную [ б8 ] 
и что она будет проведена, когда сде¬ 
лается перпендикулярна к перпенди- 
кулу на данную линию из данной точки. 

Перпендикул к одной из двух 
параллельных линий, будучи продолжен 
по ту или другую сторону, встретит 
другую параллельную и будет следо¬ 
вательно к ней также перпендикулом. 


Если АВ параллельна с СЕ, ЕВ перпендикулярна к АВ (черт. 30), 
то из какой нибудь точки II линии СЕ опускаем перпендикул ОН 
на АВ. Произойдут четыре линии: СН, ОН, ОЕ, ЕЕ, перпендику- 
- лярные одна к другой, посему последняя ЕЕ должна сходиться 
под прямым углом с первою СН. Когда НО и ЕЕ на противных 
«сторонах линии АВ, то продолжение ЕЕ по другую сторону должно 
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встречать СЕ, как это и было сказано. Наконец, если точка О слу¬ 
чилась бы в Е, тогда перпендикулы ЕЕ и ОН составляли бы 
одну линию.* 

Две параллельные линии, пересекаясь третиею, дают сумму 
двух углов на одной стороне третией, обращенных друг к другу, 
равную двум прямым. Пусть АВ 
и СЕ — две параллельные линии, 

АС пересекает их (черт, 31). 

Делим АС в Е пополам, опу¬ 
скаем из Е перпендикул на АВ , 
продолжаем его и в другую 
сторону покуда пересечет ЕС. 

Такой перпендикул- пусть пред¬ 
ставляет линия ЕЕС. Выходят 
два треугольника А ЕЕ и С ЕС 
одинаковых, потому что у них два угла и одна сторона равны. 
Остальные два угла ВАЕ и ОСЕ также равны, следовательно, 
1_ВАС+ Ц)СА = 200°. 

Обратно, если предположим, что Д ВАС + Д ЕС А = 200° и 
только ЕЕ перпендикулярна к А В, то в /\-АЕЕ и Д ОЕС снова 
найдутся два угла, равных при стороне, следовательно и третий 
третьему, то есть ЕС перпендикулярна на ОС, а две линии АВ 
А ц и СЕ параллельны. Когда 

сумма углов ВАС-\~ЕСА— 200°, 
то углы на крест линии АС 
с АВ и СЕ равны [ б9 ]. 

Параллелограмм, следуя 
определению, состоит из двух 
одинаковых треугольников, 
посему диагонал в параллело¬ 
грамме делает о противопо¬ 
ложными сторонами равные углы на крест, а следовательно 
противоположные стороны параллелограмма параллельны, В па¬ 
раллелограмме АВСЕ (черт. 32) два треугольника г его соста¬ 
вляющие, АВС , ВСЕ одинаковы, ^АВС^^ВСЕ, следовательно 
АВ параллельна с СЕ. По той дсе причине и АС параллельна е ВЕ. 
Отсюда видно, что свойства параллелограммов заключается в- том, 




Черт. 31. 


5 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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что Г ое противоположные стороны равны, 2' ое противоположные 
углы равны и 3" ие противоположные стороны параллельны. 

Полагаем в четыреугольнике АВСВ противоположные стороны 
равными (черт. 33). Ведем диагонал ВС , то выдут два одинаковые 
^ В треугольника, потому что* 

/ ^7 у них три стороны равны* 

/ .—/ а следовательно четыре- 

/ / угольник АВСВ параллело- 

/ грамм. 

(у р Четыреугольник, у кото- 

Ч ерт зз рого две только противо¬ 

положные стороны равны 
и параллельны, будет уже параллелограмм. Пусть в АВСВ сто¬ 
рона АВ == СВ и вместе АВ с СВ параллельны, то угол 
АВС = Д ВСВ , Д АВС одинаков с Д ВСВ, следовательно АВСВ 
параллелограмм. 

Если в четыреугольнике противоположные стороны параллельны, 
то четыреугольник будет параллелограмм. Если АВ параллельна 
с СВ, АС с ВВ, то угол АВС = Д ВСВ, /_АСВ= ^СВВ, /\АВС 
одинаков с треугольником ВСВ , посему АВСВ параллелограмм. 

Если в четыреугольнике противоположные углы равны, то он 
будет параллелограмм (черт. 34). Если в четыреугольнике АВСВ 

угол А — /_в= /_С, А _ ц 

то АВСВ — параллелограмм. / 7 

Можно доказать, что сумма / / 

углов во всяком четыреуголь- / / 

нике = 400°, следовательно в / 

АВСВ сумма Д А + ДС = / / 

= Ді? + Д В = 200°, то есть ^ О 

Черт 34 

линии А В ж СВ параллельны. 

Также можно доказать, что ДЛ + Ді?=200°, и следовательно АС 
параллельна с ВВ. 

Чтоб доказать, что в каждом четыреугольнике сумма углов = 400° у 
надобно начать доказывать, что в каждом треугольнике сумма уг¬ 
лов = 200°. В прямоугольнике каждый угол прямой, следовательно 
сумма всех = 400°. В прямоугольном треугольнике, так как их два 
составляют прямоугольник, сумма углов = 200°. Мы видели, что 
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всякий треугольник может быть составлен из суммы двух прямо¬ 
угольных, или разности. В треугольнике АВС (черт. 35), когда пер- 
пендикул АІ) на ВС проходит чрез середину [ 60 ], /_ВА~ 1_ВАВ =100°, 



С-\- САВ — 100°, следовательно все три угла /\АВС — 200°. 
В треугольнике АВС , когда перпендикул АВ на сторону ВС [лежит] 
вне треугольника, то угол ВА~ ^ВАВ=Ю0°, І^АСВА- ЦСАВ— 100°,. 
отсюда /_ВА- /_ВАС = АСВ, то есть + В А- /_АСВ= 200° [ 63 ]. 






ГЛАВА IX 

ОБ ИЗМЕРЕНИИ ПРИЗМ 

Две плоскости называются параллельными , когда они не могут 
сходиться, сколько бы ни были продолжаемы. Из сего определения 
следует, что плоскость, пересекая две параллельные, дает в пере¬ 
сечении две параллельные линии. 

Представляем две плоскости А л В параллельные (черт. 36). 
Берем на одной из них две сходящиеся линии а и 6, через них 
проводим две плоскости С и I), перпендикулярные к В . Произой¬ 
дут три линии: р — линия пересе¬ 
чения С а В, перпендикулярных 
к В , линия с от пересечения С 
с В и линия Л от пересечения I) 
с В. Линии а л с параллельны, 
линии Ь и Л также, р перпенди¬ 
кулярна [к] с л А, следовательно 
перпендикулярна к а и & [ 6 * 2 ], сле¬ 
довательно р перпендикул к пло¬ 
скости А. И так перпендикул 
к одной из двух параллельных 
плоскостей [будет] вместе перпен- 
дикулом и к другой. 

Отсюда виден способ проводите чрез данную точку параллель¬ 
ную плоскость к данной. Именно, надобно опускать перпендикул 
из данной точки на данную плоскость, а потом к сему перпенди- 
кулѵ проводить перпендикулярную плоскость чрез данную точку. 
Из определения параллельных плоскостей видно так же и то, что 
чрез данную точку к данной плоскости может проходить только 
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одна параллельная, иначе пересечение всех их новою плоско- 
стию давало бы две линии чрез одну точку, параллельные 
одной линии. 

Перпендикул на плоскости, будучи продолжен в ту и другую 
сторону, должен встречать параллельную плоскость, а следова¬ 
тельно и к ней быть перпендикулом. 

Воображаем плоскость А , другую В, ей параллельную (черт. 37). 
Пусть линия р перпендикулярна к А. Берем произвольно точку 
на плоскости В и опускаем из нее 
перпендикул а к плоскости А ) 
потом чрез а и р проводим пло¬ 
скость, которой пересечение с А 
даст линию &, а пересечение с В 
линию с. Так произойдут четыре 
линии с, а, 6, р в одной пло¬ 
скости и перпендикулярные по 
порядку одна к другой, следова¬ 
тельно первая с должна сходиться 
с последнею р [ 63 ]. ' 

Величина перпендикулов между 
параллельными плоскостями везде 
равна, потому что два перпендикула с линиями, проведенными 
между ними в плоскостях, составляют прямоугольник. 

Тело, ограниченное плоскостями, пересекающимися в парал¬ 
лельных линиях, и двумя параллельными плоскостями, пересе¬ 
кающими все первые, называется призмою [ 64 ]. Две фигуры, которых 
плоскости параллельны и пересекают все прочие, будут основания 
призмы, перпендикул между двумя основаниями — высота , а па¬ 
раллельные линии, соединяющие основания, — ребра. 

Все фигуры, ограничивающие призму, за исключением основа¬ 
ний, четыреугольники с параллельными противоположными сто¬ 
ронами, а следовательно параллелограммы. Они называются боками 
призмы. Число боков одинаково с числом сторон основания. По 
числу боков призмы бывают трехсторонние, четыресторонние и т. д. 

В трехсторонней призме основания одинаковы, потому что 
в двух треугольниках, которые служат основаниями призмы, трй 
стороны равны. Всякая призма разделится на трехсторонние 
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плоскостями, проходящими чрез два ребра двух смежных боков, 
а следовательно во всякой призме основания одинаковы. 

Две трехсторонние призмы одинаковы, когда у них одинаковы 
основания, один из боков, угол сего бока с основанием и высоты. 
Доказательство само собою видно [ 6б ], 

Отсюда следует, что когда основание призмы параллелограмм, 
то плоскость чрез соответственные диагоналы оснований разделяет 

призму на две трехсторонние одина¬ 
ковые [ 66 ]* В призме Р (черт. 38), 
если основания АВС1 ), А'В'С'В' па¬ 
раллелограммы, то плоскость АСС'А', 
проходящая чрез два соответствен¬ 
ные диагонала АС и А'С', разделяет 
призму Р на две, у которых основа¬ 
ния одинаковы. Далее, если опустим 
перпендикул р от АС на А'С' и 
ведем а от конца р перпендикулярно 
к АС в плоскости АВСВ , воображаем 
плоскость чрез р и а, то получится 
линия пересечения &, перпендикуляр¬ 
ная к А'С' и параллельная с а, сле¬ 
довательно угол плоскости АВС с пло- 
скостыо АС С'А' равен углу плоскости А'С'С с плоскостью АС (У А', 
да [так] как параллелограмм АСС'А' общий у двух призм, на кото- 
рые разделена Р, высота у них 
общая также, то они одина¬ 
ковы [ 6< ]. 

Две трехсторонние призмы, 
у которых основания одина¬ 
ковы, один из боков одинаков 
и угол наклонения сего бока 
к основанию, но высоты раз¬ 
личны, содержатся, как их вы¬ 
соты [ 68 ]. Если в двух призмах Р 
и ф (черт. 39) основания одина¬ 
ковы, но высоты содержатся как 
первой на р частей, второй на ^ частей: те и другие части будут 



числа р и д, то разделяем высоту 


В 
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равны. Чрез точки деления проводим плоскости, перпендикулярные 
на высоте, то призма Р разделится на р одинаковых между собою 
призм и одинаковых с ^ призмами, на которые разделится 
призма $ плоскостями, перпендикулярными к ее высоте в точках 
деления, следовательно содержание величины призмы Р к величине 
призмы ф будет такое же, как и содержание высот р ж 

Когда ребра призмы перпендикулярны к основаниям, то призма 
называется прямою . Две прямые призмы, у которых высоты равны, 
а основания прямоугольники, содержатся, как основания. Пусть 
даны две прямые призмы А ж В ) основание одной — прямоуголь¬ 
ник с боками р ид, другой — прямоугольник с боками п и м, то 
разделяя бока р ) д, ?г, т, соответственно на р, д, ?г, т частей, 
в точках деления восставляя перпендикулы, а через перпендикулы 
плоскости, перпендикулярные к основанию, то призма А разделится 
на рд призм, призма В на пт призм, одинаковых между собою, 
•следовательно призмы А ж В содержатся, как основания. 

Для измерения тел принимается за единицу куб [ 69 ], которого 
ребра линейные единицы. Сравнивая с таким кубом прямую 
призму Р, которой высота единица, а основание прямоугольник А , 
разумея под А величину площади прямоугольника, видим, что 
величина призмы Р будет А. Сравнивая с призмою Р другую 
призму $, которой основание то же, но высота р ) видим, что 
величина [призмы] (2 равна произведению величины призмы Р на 
высоту р, следовательно равна рА , то есть, произведению высоты 
па основание. И так прямая призма, которой основание прямо¬ 
угольник, равна произведению высоты на основание. 

В прямой призме, которой основание прямоугольник, плоскости 
чрез соответственные диагоналы оснований производят две оди¬ 
наковых призмы, которых основания прямоугольные треуголь¬ 
ники и могут иметь катетами всякие две, произвольные линии, то 
отсюда следует, что величина прямой призмы, которой основание 
прямоугольный треугольник, равна произведению основания 
на высоту. 

В трехсторонней прямой призме Р (черт. 40), какой бы тре¬ 
угольник АВС ж А'В'С не был основанием, всегда должна най¬ 
тись такая сторона РС, при которой оба угла будут острые. Опу¬ 
скаем из противолежащего угла А перпендикул АТ) на ВС ж 
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С 


с 


Черт. 40. 


проводим плоскость чрез АВ и АА'. Такая плоскость пересечет 
бок В'С'ВС в линии 1)1)' , перпендикулярной к основанию АВС Г 
следовательно она разделит призму Р на две прямых призмы, ко¬ 
торых основания будут прямоугольные 
треугольники АВТ> и АСТ>. Пусть р высота 
призмы Р, Ж площадь треугольника АВВ У 
Ж площадь треугольника АВС , то вели¬ 
чины двух призм, составляющих Р г 
будут рМ и _рЛГ, а величина обеих 
р {М- 1- ІѴ), то. есть величина трехсторон¬ 
ней призмы равна произведению основа¬ 
ния на высоту. 

В [наклонной] призме АС ' полагаем 
основания АВСВ , А'В'СВ' параллело¬ 
граммами (черт. 41). Опускаем из А' и В' 
перпендикулы на АВ , из В' , С' на ВС. 
Один из перпендикулов, например АС4", 
должен лежать на призме [*°]; тогда и В'В ,Г 
также, а прочие два С'С\ В'В" вне призмы. Соединяем точки А" 
и Р", точки С" и В" линиями. Если В'В" предположится линиею 
пересечения плоскости чрез А'В' 
и А'А", то В'В" будет перпендику¬ 
лярна к ВС; но как двух перпенди¬ 
кулов из В' на ВС не может быть, 
то все равно предполагать ли В'В" 
линиею пересечения плоскости 
чрез А'В' и А'А", или прямо опу¬ 
щенным перпендикулом на ВС. 

Итак точки А', В ', И", В" лежат 
в одной плоскости, тоже и точки С ', 

В ', С ", В". 

Призмы, из которых одна отре¬ 
зывается плоскостию А'А" В" В', 
другая присоединяется плоскостию 
В'В"С"С\ одинаковы между собою, 
потому что у них основания АВВ'А' и ВСС'В' одинаковы, Д АА"А ' 
одинаков с Д ВВ"В' и углы сих боков с основаниями. И так 



Черт. 41. 
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призма между параллелограммов АВСВ и А'В'С'І)' равна призме 
между оснований А"В"С"В" и А'В'С'І У. 

Может случиться (черт. 42), что обе точки А", В", так же 
как и В'\ С'\ будут вне призмы; тогда остается доказательства 



также для одинаковости призм АВВ"А"А'В'В и ВСС"В"В'С'С У 
от которых, отнимая их общую часть призму АВС"В"ЕЕВ , полу¬ 
чим такие два равные тела, которые в соединении с призмою 
А'В'ВЕС'В' дают две равных призмы: одну между оснований 
АВСВ и А'В'С'В', другую между А"В"С"В" и А'В'С'В', как и в пер¬ 
вом случае. Из всего этого следует, что величина двух призм равна* 
если основания одинаковые параллелограммы и заключаются между 
двух параллельных плоскостей и если которые нибудь противопо¬ 
ложные бока также заключаются в двух параллельных плоскостях. 
Посему, принимая в рассуждение одну величину, если бока призмы, 
которой основания параллелограммы, не перпендикулярны к осно¬ 
ваниям, можно заменять противоположные бока другими, перпенди¬ 
кулярными к основаниям, лишь бы высота оставалась та же, и 
следовательно всякая призма, которой основание параллелограмм* 
равна прямой с таким же основанием и с тою же высотою. 

Как было доказано, что призма, которой основание параллело¬ 
грамм, разделяется на две трехсторонние одинаковые плоскостию, 
проходящею чрез диагоналы оснований, и как стороны паралле¬ 
лограмма и диагонал могут быть взяты совершенно произвольно. 
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то отсюда следует, что всякая трехсторонняя призма равна по ве¬ 
личине с другой, которой основание и высота те же. Прямая же 
трехсторонняя призма равна произведению высоты на основание, 
посему и всякая трехсторонняя призма равна произведению высоты 
на основание. 

Призма, которой основание многоугольник, может быть разде¬ 
лена на трехсторонние призмы. Для сего надобно только основа¬ 
ние разделить на треугольники, потом другое основание разделять 
на соответственные одинаковые треугольники, и проводить пло¬ 
скости чрез линии деления. Разделять многоугольники на тре¬ 
угольники дан уже был способ [ 71 ], но здесь скажем еще о другом, 
который заключает все прочие. Чтоб многоугольник АВССгВЕ 
разделить на треугольники, надобно взять в плоскости много¬ 
угольника внутри, вне его или на окружности его [ 7а ] точку Е ) 
потом из точки Е вести во все углы линии а, Ъ , с, д , е. Таким 
образом произойдут треугольники из сторон многоугольников и 
линий, проведенных к Е ) числом сколько сторон многоуголь¬ 
ника АВССгВЕ. Начиная с того из треугольников, который весь 



пли частию лежит на плоскости многоугольника, должно присо¬ 
единять по порядку следующие, покуда в них углы при Е будут 
прикладываться, и вычитать всякий раз треугольник, как скоро 
угол при Е отнимается, что продолжать до тех пор, пока перебе¬ 
рутся все треугольники. Такое соединение треугольников дает пло¬ 
щадь многоугольника. Например (черт. 43), когда точка Е вне 
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многоугольника АВСѲВЕ, то площадь многоугольника АВСѲВЕ 
= Л АШ+ Д АЕВ+ Д ВЕС— Д СШ+ Д СЕВ—А ПРЕ. Пло¬ 
щадь многоугольника АВССгВЕ , когда Рвзято внутри его (черт. 44), 
равна Д АЕВ-\- Д ВЕС— Д СЕѲ+ Д 6РР + Д РРР+ Д ЕЕ А. 

Пусть теперь, говоря вообще, площадь О основания призмы В 
происходит из соединения треугольников А , 5, (7, 1) и т. д. так, 
что 0 = А-\-В-\-С-\-В-\~ и т. д., где некоторые из треугольников 
должны рассматриваться отрицательными в соединении их для 
составления площади О. Воображаем плоскости чрез точку Р, из 
которой проведены линии, разделяющие основание О на треуголь¬ 
ники, и чрез ребра призмы, то все такие плоскости пересекутся 
в одной линии, проходящей чрез Р, и разделят призму Р на трех¬ 
сторонние призмы А', ВС\ В' и т. д., которых основания со¬ 
ответственно будут А, В, С, В и т. д., а принимая те из них 
отрицательными, которых основания входят со знаком минус в 
сумме А-(-і?+(7+ит. д., ясно, что и призма Р = С'-\-П' 

и т. д. Называем р высоту призмы Р, она будет вместе высотою 
и .трехсторонних призм А\ В\ С', В\ и т. д., следователь¬ 
но А' =рА, В'=рВ , С'=рС, В'=рВ> а величина призмы 
Р=р [А-\-В-\- С-\-В-\- и т. д.} =р • О, то есть произведение вы¬ 
соты на основание. 



ГЛАВА X 

ИЗМЕРЕНИЕ ПИРАМИД И ВСЕХ ТЕЛ, 
ОГРАНИЧЕННЫХ ПЛОСКОСТЯМИ 

Пирамида есть тело, которого одна из ограничивающих плоско¬ 
стей может быть треугольник или многоугольник и называется 
основанием , прочие плоскости — треугольники, выходящие из одной 
точки, вершины пирамиды [ 73 ]. 

Перпендикул, опущенный из вершины пирамиды на основание, 
называется — высотою. Треугольники, соединяющие вершину с осно¬ 
ванием— боками; их линии соединения— ребрами. 

Пирамида, в которой одно ребро перпендикулярно к основанию 
и следовательно служит высотою, будет прямая [ 74 ]. 

По числу боков пирамида бывает трехсторонняя, четырехсто¬ 
ронняя и так далее. 

Если чрез высоту пирамиды и ребро проведутся плоскости, то 
основание пирамиды разделится на треугольники, и самая пира¬ 
мида на трехсторонние прямые пирамиды, из которых данная пи¬ 
рамида составляется чрез такое же соёдинение, чрез какое соеди¬ 
нение составляется ее основание из треугольников, здесь проис¬ 
шедших. Отсюда видно, что для измерения пирамид требуется 
только знать величину всякой трехсторонней пирамиды [ 7б ]. 

В прямой трехсторонней пирамиде Р высоту ПС = р разделяем 
пополам в точке Ѳ (черт. 45); ведем перпендикулярно плоскость 
к высоте ПС\ она произведет точки пересечения Р и Е с другими 
двумя ребрами АР, РР; от чего произойдет треугольник РРбг и 
трехсторонняя прямая пирамида РР6Р. Чрез сторону РР про¬ 
водим плоскость, перпендикулярную к основанию АБС пирамиды Р: 
произойдут точки пересечения К и I со сторонами АС и ВС , [и] ли- 
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нии ЕК, ЕІ , XI. Сии последние три линии с линиями ЕЕ, ЕѲ , Ж?, 
7*77, ІС образуют призму* которой основание треугольник КСІ , 
высота линия (7(7, равная следовательно величина ее=-^/\КСІ • _р. 

На основании .АР(7 чрез точку I ведем линию ІИ к стороне АР, 
параллельно АС, точки Н и Е соединяем линиею ЕН. Паралле¬ 
лограммы ЕЕНА, ЕЕІК , КІИ А с Е 

треугольниками ЕКА, ЕІИ образуют А 

призму, которая может быть рассма- / / 

триваема половиною такой, кото- / / 

рой РРГвысота, параллелограмм АКІН / / 

основание [ 76 ], и следовательно вели- / / 

чина ее равна половине произведе- - +—-у С 

ни я площади параллелограмма АКІН / / 

на высоту ^. / /К 

Треугольники ВЕС, ЕВІ одина- / /\ 

ковы, потому что ВѲ = ЕІ\ углы при / / / 

точках В и Е равны; углы при точ- _ /к\_ ^ 

ках (7 и I прямые; следовательно, \Г / \. / ”/ 

ЕЕ=ВЕ =±ВВ] СЕ=ВІ= \ ВС. \ / !\ / 


Потому же ЕС = АК = ^АС, АЕ = В\ / 1 

— ЕЕ — і АЕ. Треугольники ЕЕЕ, 

НЕВ одинаковы, потому что ЕЕ— & 

= ЕВ, ЕЕ = НЕ, углы при точках Е Черт. 45. 

и Е равны, следовательно ЕЕ = ИВ = АВ. Треугольники ЕѲЕ, 
ИІВ одинаковы, потому что у них стороны равные, а как ЕІ= ВѲ, 
то и пирамиды ИІВЕ, ЕѲЕВ одинаковы, в чем легко увериться, 
перенося одну на другую. 

Величину пирамиды ЕЕѲВ означим буквою Р ѵ Треугольники 
КСІ , ИІВ одинаковы и равны половине параллелограмма АКІН, 


следовательно, площадь основания АВС обозначая буквою О, будет 

площадь параллелограмма АКІИ~\0\ площадь треугольника 

1 ' * “ 

КСІ = — 0. Величина пирамиды Р = призме ЕОЕІКС -)- призма 
АЕКІИЕ-\~ 2 пирамиды ЕЕѲВ = ^р»0-\- 2Р*. Основанием пира¬ 
миды Р А можно принимать треугольник ЕѲЕ, то есть -у О, высо¬ 
тою же линию ВѲ, то есть ~р. И так если означим чрез Р 9 

величину такой пирамиды, которой основание ^ О, высота ^,р; 
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чрез Р 8 , которой основание О, высота р\ чрез р 4 , которой осно¬ 
вание і О, высота ~р, вообще чрез Р п величину такой пирамиды, 
которой основание ^ О, высота ^ _р, и где п целое положительное 
число, то величины пирамид Р, Р І5 Р 2 Р 3 и т. д. до Р п могут 
быть определены одна помощию другой, из таких уравнений: 

Р = У0+2Р х] 

А = "4 ' 2 ”Р 1 4" О + 2Р 2 ; 

-^2 = X ‘ 22 * 42 ^ + 2Р 3 ; 

А = -у • 2Т р ■ 43 ^ + 2 Д; 

•^«-1 = Т * 2»-і Р ’ 4*»-і ^ 2 -^ >и ' 

Вставляем в первое уравнение вместо Р х значение его из вто¬ 
рого; потом вместо Р 2 значение его из третьего и т. д. до послед¬ 
него Р Л -л, находим что 

Р = у0 {і Н-Х + р + рН- • • •+ 4 ^т)+ 2И - Р я = 

— у рО — з . 4 та -(- 2 И Р П . 

Если вместо Р п возьмется величина призмы, которой основа¬ 
ние^ О, высота 2 ^, то такая призма будет более Р п , и следова¬ 
тельно, Р — < %-^рО. Какие бы числа р и О ни были, всегда 

можно приискать такое число п , что ^-^рО будет менее всякого 

данного числа, а следовательно, разность Р-^0 должна быть 

1 ** 

менее всякого числа, то есть Р = — рО [ 77 ]. 

Если пирамида не прямая трехсторонняя, то ее можно разде¬ 
лить плоскостями, проходящими чрез высоту, на трехсторонние 
прямые А ', Р', С' и т. д., которых основания треугольники А, Р, С 
и т. д. и которых величины у рА , у ^Р, у ^>(7 и т. д., а как со¬ 
единение пирамид А' , Р', С' и т. д, для* составления Р, точно 
такое же, какое нужно для соединения треугольников А, Р, (7 
ит.д., чтоб произвесть основание пирамиды Р, то, отсюда и следует* 
что величина всякой пирамиды равна одной трети произведения 
основания на высоту. 
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Всякое тело, ограниченное многоугольниками, можно составить 
из пирамид; для сего надобно взять точку где нибудь, вне тела, 
на поверхности его, или внутри, проводить чрез нее и стороны 
многоугольников тела плоскости. Таким образом произойдут пира¬ 
миды, числом сколько многоугольников: из них составится тело, 
когда, начиная с той, которая вся, или частию заключается в теле, 
будут сложены все те, которых телесные углы прикладываются, 
и вычтены все те, которых телесные углы отнимаются. 



ГЛАВА XI 

ИЗМЕРЕНИЕ ОКРУЖНОСТИ КРУГА И ПЛОЩАДИ КРУГА 

Способ измерения кривых линий, плоскостей, ограниченных 
кривыми линиями, кривых поверхностей и тел, ограниченных 
сими поверхностями, состоит в том, как было уже сказано [ /8 ], 
чтоб разделять кривые линии и поверхности на весьма малые 
части, ставить вместо них прямые линии или плоскости, потом 
искать ту границу, к которой приближается величина кривой 
линии, поверхности или тела [ ѵ9 ], тем более, чем части деления 
возьмутся менее. Такая граница принимается за искомую истин¬ 
ную величину. В действительном измерении, т. е. в измерении 
помощию цепей, нитей, вообще гибких тел, стараются также ближе 
подходить к такой величине [ 80 ]. 

Чтобы определить величину прямых линий, которыми заменяют 
весьма малые части кривой, и отсюда заключать о величине кривой, 
надобно знать, говоря вообще, каким образом находить величину 
одной стороны треугольника, когда даны его части, составляющие 
условия одинаковости. Но для измерения кругов, шаров, и всякой 
геометрической величины, куда входят такие" линии и поверх¬ 
ности, нужно знать только, каким образом одна из сторон прямо¬ 
угольного треугольника определяется помощию двух прочих [ 81 ]. 

Если в двух треугольниках все углы равны, то стороны их, 
соответственно углам, бывают пропорциональны. Полагаем, что 
(черт. 46) угол А = А\ В = ^ С = ^ С"; полагаем далее, 

что содержание стороны а к а' выражается содержанием двух 
целых чисел р л Разделяем сторону а на р частей, сторону а ' 
на ц частей. Те и другие части будут равны между собою. Ведем 
чрез точки деления линии параллельные стороне Ъ в треуголь¬ 
нике АВС и линии параллельные стороне V в другом треуголь- 




XI. ИЗМЕРЕНИЕ ОКРУЖНОСТИ КРУГА И ПЛОЩАДИ КРУГА 


81 


нике. Между сими линиями также чрез точки деления ведем 
в одном треугольнике линии параллельные с с, в другом с с'. 
Например пусть сторона а разделена на три части, линии е/*, е'д 
проведены параллельно с &, а линии е/ 7 , в'/*" параллельно с е, то 




происшедшие здесь треугольники Ве/, ев'/*', е'С[" будут одинаковы 
между собою, потому что у них по одной равной стороне и углы 
равны, следовательно, В/'=е/' = еУ", е? — е'С = Сі" , Откуда видно, 
что сторона с разделяется параллельными линиями на три равные 
части. Какое бы деление стороны а ни было, всегда будет ' вы¬ 
ходить то же, т. е. что линии параллельные с стороною &, прове¬ 
денные чрез точки деления, разделят и сторону с на столько же 
равных частей, на сколько частей делится сторона а. То же про¬ 
изойдет и в треугольнике А'В'С', да притом части стороны с' 
будут равны частям стороны с, потому что они принадлежат к 
одинаковым треугольникам. И так, если а разделена на р частей, 
а' на д частей, которые части все равны между собою, то и сторона 
с разделится также на р частей, сторона с' на д частей таких же, 
т. е. содержание стороны с к с' остается тем же. То же можно 
доказать и для сторон Ъ и V . Треугольники, каковы здесь АВС 
и А'В'С ', называются в Геометрии подобными [ 82 ]. 


0 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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В прямоугольном треугольнике АВС (черт. 47) из прямого 
угла С опускаем перпендикул р на гипотенузу с ; часть ее к углу А 
называем х , остальная будет с — сторону противоположную 
углу В означаем чрез &, другой катет чрез а. Перпендикул р 
разделяет прямоугольный треугольник на два другие прямоуголь¬ 
ные, которые подобны с треугольником АВС. Отсюда следует, 

&2 а а 



что х = 


х — —, с - 
с ’ 


-х = ■ 


Соединяя оба уравнения, 
находим с 2 = а 2 Ъ 2 , то 
есть, квадрат гипотенузы 
равен сумме квадратов 
катетов. Так зная две 
^ стороны прямоугольного 
треугольника, можно оп¬ 
ределить третию [ 83 ]. 

Полагаем теперь, что полупопѳрешник г дуги известен, ее 
хорда с также. Отсюда можно найти величину хорды с' поло¬ 
вины данной дуги. Сперва определяем перпендикул р из центра 
на хорду с, его находим р = г 2 — В прямоугольном тре¬ 

угольнике (черт. 48), которого гипотенуза с\ катеты -^с и г — р ) 
находим 

с' — ~\/ Г —^) 2 , 


куда вставляя значение р , получим: 

с' = Г • }/*2 — |/~ 4 — ( т ) 2 ' 

Хорда дуги 200° есть поперешник 2г, посему хорда дуги 


= |/~ 2-у Г 2 + Ѵ2. 

^ = Г- Ѵ'ъ — Ѵ 2 + ^2 +УІ- 

^ = 2 у/ 2 + У 2 + К2+Ѵ2. 
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Отсюда видно уже, что вообще хорда дуги 


•іЛ-/ 2+К 2 + 1/2+... и т. д., 


где число 2 под корнями входит, п раз [ 8б ]. Число, которое здесь 
умнолсается на г, должно быть тем 

менее, чем число п более, и, следуя у уч 

правилу, данному для измерения у \\ 

кривых линий, число, о котором здесь г/ \ \ 

говорится, будучи умножено на 2 п , / Ѵ\ 

даст дугу в 200° и тем вернее, чем п у с \ \ 

возвысится более. Таким образом у М 

можно найти, что дуга в 200° равна р » 

г • 3,141592653. . . N. / 

Число, на которое здесь умножается г, N. / 

может быть найдено только чрез при- N. / 

блилсение в десятичных дробях, его N. / 

обыкновенно означают в математиче- у 

ских книгах те, так что величина 

о ^ т, Черт. 48 * 

дуги 200 будет выралжгься тег. Вели¬ 
чина всякой другой дуги, которой число градусов д, будет тег; 

ѵі откуда видно, что дуги одина- 
кового числа градусов содер- 
жатся как поперешники. 

\ Остается еще показать, чта 

у' \ I под числом те можно разуметь 

с \ 2 границу, к которой прибли- 

2 \ жается произведение 2 п на 

уг 1 200 ° 

I значение хорды дуги -■ ^ г - тем 

-—:- ' более, чем число п более [ 86 ]. 

Черт. 49. Называем с хорду, которой 

200 ° 

дуга —, проводим полупоперешник чрез средину хорды с до 
окрулшости круга и здесь восставляем перпендикул (черт. 49), 
величину которого между полупоперешниками, проходящими чреа 
концы хорды с, называем і. Находим: 


6* 
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отсюда разность 



Число г — у г 2 — с 2 изображает расстояние между линиями с 
й которое тем менее, чем п более, и может быть сделано менее 
всякого данного числа. Далее называя К площадь круга полупо- 
перешника г, видим, что 

К < 2 п ~ 1 • іг 

И К>2 п ~ 1 -СГ И; , 


разность же 2 — с), так как представляет площадь между 
линией с и тем менее, чем более тг, и может быть уменьшена 
за всякую величину [ 88 ]; следовательно 2 п ' 1 • с • г. тем ближе под¬ 
ходит к ІГ, чем более ?і. Итак -к возможно находить чрез прибли¬ 
жение, и площадь круга 


К ■=■ п • г 2 . 



ГЛАВА XII 


ОБ ИЗМЕРЕНИИ ОБЪЕМА ЦИЛИНДРА И КОНУСА, 
ПОВЕРХНОСТЕЙ ПРЯМОГО ЦИЛИНДРА И ПРЯМОГО КОНУСА 

Цилиндром называют тело, ограниченное двумя параллельными 
равными кругами и кривою поверхностию, которой свойство 
таково, что она пересекается 
в прямых линиях плоско¬ 
стями, проходящими чрез 
центры кругов. Из сего опре¬ 
деления видно, что цилиндр 
есть призма, которой основа¬ 
ние круг [ 89 ]. Линия, соеди¬ 
няющая центры кругов ци¬ 
линдра, называется осью , а 
каждый из кругов основанием , 
перпендикул между основа¬ 
ниями — высотою . Цилиндры 
бывают прямые , когда их ось 
перпендикулярна к основа¬ 
нию, наклоненные в противном 
случае. 

Воображаем окружность 
основания цилиндра разде¬ 
ленною на 2 п частей, разумея под п целое число, чрез точки деле¬ 
ния и ось цилиндра воображаем плоскости, то весь ци линдр разде¬ 
лится на 2 П частей такого вида, как здесь представлено в чертеже 
(черт. 50), Линия СО' ось цилиндра, линии АС, ВС, А'С', В'С', 
равны полупоперешнику основания, который означим чрез г, 
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кривые линии АВ , А'В' представляют 2 п -ю часть окружности осно¬ 
вания, линия С'В высоту цилиндра, которую означим чрез к. 
Если проводим плоскость чрез линии АА', ВВ', то пересечение 

сей плоскости с вырезками кругов АСВ , А'С'В' дает прямые 

400° 

линии АВ , А'В', которые будут хордами дуги —%пг\ а величина 
происшедшей здесь призмы А'С будет произведение треуголь¬ 
ника АВС на высоту к; а величина всех подобных призм около 
оси СС' цилиндра будет 2 п • к • АВС. Это количество тем ближе 
выражает величину цилиндра, чем число п взято будет более; 
ибо истинная величина цилиндра заключается между 2 п к • АВС 
и 2 п к • А"СВ", где А"СВ" изображает площадь треугольника, кото¬ 
рая ограничивается продолженными полупоперешниками АС, ВС 
и линиею А"В" , перпендикулярною к полупоперешнику г в сре¬ 
дине дуги АВ- Но разность 2 п * А"СВ" — 2 п * АВС, как мы виде¬ 
ли [ 9Э ], тем становится менее, чем п более, и может быть сделана 
менее всякого произвольного числа; следовательно 2 п • к • АВС тем 
ближе к истинной величине цилиндра, чем п более, произве¬ 
дение же 2 п • АВС тем ближе изображает основание цилиндра, 
чем п более; итак истинная величина цилиндра есть произведе¬ 
ние основания на высоту, так как и величина всякой призмы, 
то есть равна ъг 2 к. 

Чтоб найти величину кривой поверхности цилиндра, надобно 
вместо частей ее АВВ'А' поставлять параллелограммы АВВ'А' и 
соединять их площади; но такие параллелограммы тогда только 
будут равны между собою, когда цилиндр прямой. В сем случае 
легко видеть, что параллелограмм АВВ'А' будет прямоугольник, 
которого площадь = к • АВ, а следовательно сумма всех паралле¬ 
лограммов на поверхности цилиндра = 2 п • АВ • к, которое коли¬ 
чество тем ближе выражает истинную величину поверхности 
цилиндра, чем п более; но мы видели, что 2 п • А В тем ближе под¬ 
ходит к величине окружности круга, которого полупоперешник г, 
чем п число более; следовательно истинная величина кривой 
поверхности прямого цилиндра равна произведению высоты на 
окружность основания, то есть 2тг • г • к. 

Конусом называется тело, ограниченное кругом и кривою 
поверхностию такого свойства, что на ней есть точка, чрез кото¬ 
рую и центр круга проведенные плоскости пересекают кривую 
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поверхность конуса в прямых линиях. Такое определение пока¬ 
зывает, что конус есть пирамида, которой основание круг. Круг 
конуса называется основанием ; точка, чрез которую можно прово¬ 
дить прямые линии к окружности основания в поверхности 
конуса, называется вершиною , а линия, соединяющая сию точку 
с центром основания, — осью , перпендикул из вершины на осно¬ 
вание— высотою. Конусы бывают прямые , когда их ось будет вместе 
высотою, в противном случае конусы получают название напло- 
пенных. 

Воображаем основание конуса разделенным на 2 п равных частей 
и чрез точки деления и ось конуса проведенные плоскости, то 
сими плоскостями разделится конус на 2 п частей таких, как пред¬ 
ставляет чертеж (черт. 51). Точка В вершина конуса, С центр 



основания, линии АС, ВС полупоперешники основания, кото¬ 
рые пусть будут г , линия ВС ось конуса, линия ВЕ = К высота 
конуса, кривая линия АВ есть 2 п -я часть окружности основа¬ 
ния. Проводим плоскость чрез точки В, А л В, величина 
пирамиды В АВС будет К • АВС , а величина всех таких пи¬ 
рамид в конусе около оси ВС будет -і- Тг • 2 п АВС. Продолжаем 
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полупоперешники АС и ВС, покуда они встретят А'В', прове¬ 
денную перпендикулярно к г в средине дуги АВ. Истинная вели¬ 
чина конуса заключается между у А • 2 п АВС и А • 2 п А'СВ', раз¬ 
ность же 2 п АСВ — 2 п А'СВ г тем менее, чем п более, и может быть сде¬ 
лана менее всякого числа; с другой стороны произведение 2 п • АВС 
тем ближе подходит к величине круга, которого полупоперешник г г 
чем число п более; следовательно истинная величина конуса равна 
произведению основания на одну треть высоты, так же как и 
пирамиды, то есть = ~ Ыг 2 . 

В прямом конусе треугольники АВВ одинаковы между собою, 
посему вместо части кривой поверхности АВВ , подставляя тре¬ 
угольник АВВ и умножая на 2 п , получим величину кривой по¬ 
верхности конуса тем вернее, чем число п возьмется более. 
Площадь Д АВВ = ~ АВ АВ 2 — ^ АВ 2 ] линия АВ во всех тре¬ 
угольниках одинакова и есть расстояние вершины конуса от 
окружности основания; ее можно найти помощию высоты А пря¬ 
мого конуса и полупоперешника г основания, именно АВ = *|/~А’ 2 +г' 2 . 
Итак поверхность конуса = ~ • 2 п • АВу/ 1г 2 -\-г 2 — ~ АВ 2 , которого 
выражения должна быть взята граница; но граница произведе¬ 
ния 2 п АВ есть окружность основания 2тс г, а линия АВ тем ближе 
подходит к нулю, чем число п более; следовательно поверхность 
прямого конуса = тс • г У^к 2 -|- г 2 . 



ГЛАВА XIII 

О ВЕЛИЧИНЕ ОБЪЕМА И ПОВЕРХНОСТИ ШАРА 

Разделяем шар на две равные части плоскостию чрез центр, 
ведем с сею плоскостию параллельные, которые бы отстояли друг 
от друга на п частей полупоперешника шара г, разумея под п 
целое число. Каждая половина шара разде¬ 
лится таким образом на п частей параллель¬ 
ными плоскостями, которых пересечение дает 
круги. Удерживая одну только из двух поло¬ 
вин шара и пересекая ее снова плоскостию, 
проходящею чрез полупоперешник, разделен¬ 
ный на п частей, разрез сей плоскости с по¬ 
ловиною шара будет иметь вид, представлен¬ 
ный на чертеже (черт. 52). Означаем чрез 

г 2 , г 3 , и т. д. полупоперешники кругов, кото- 

г 2г 3 г 

рые отстоят от центра шара на —, — 

и т. д. Если возьмется сумма п цилиндров, 
которых всех высота одинаковая и равная 
а полупоперешники оснований г, г и г 2 , г 3 , 
и т. д. до г п _ І5 то ясно, что такая сумма будет превышать поло¬ 
вину объема шара; напротив если возьмется сумма п — 1 цилин¬ 
дров, откинув первый, то такая сумма будет менее половины объема 
шара [ 91 ], и следовательно истинная величина шара заключается 
между: 

2*^{Г 9 + Г2 + Г2+ ...+Г2_ 1 } 

2 ^И+ Г 2+І+ ' ’ • + Г 1-і}- 



И 
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Разность между той и другой границей составляет и сле¬ 
довательно может быть сделана менее всякого данного числа, 
увеличивая п. Отсюда видно, что объем шара тем ближе подходит 
к одной из двух написанных здесь границ, чем число п будет 
более. Полупоперешники г 1 , г 2 , г і и т. д. определяются из г 
и числа п так: 



что вставляя, получим величину объема шара ["]: 

2да* { і - ± (і + 22 +32 + ...+(»_ 1)*)}. 

Вместо суммы квадратов, которая здесь умножается па ~, можно 
поставить — (2?г 2 — 3?г —(— 1); справедливость сего можно видеть 
по числам п = 1, =2, =3; а чтоб это было справедливо и для 
всякого целого числа ?і, надобно чтоб 

(2п 9 — Зп +1) + п* = {2 (п +1) 2 — В (»+ 1 ) + 1} , 

что находится действительно верным [ 93 ]. Итак объем шара тем 
ближе подходит к 



чем число п более, а как здесь та часть, где п знаменателем, тем 
ближе подходит к нулю, чем п более, следовательно истинная 
величина объема шара= у™' 3 [ 94 ]- 

Способ, который предложен здесь для определения величины 
шара, может служить вместе и для определения величины отрезка 
шара плоскостию. Пусть к расстояние между двух параллельных 
плоскостей, из которых одна проходит чрез центр; пусть содер¬ 
жание линии к к полупоперешнику шара г будет содержание двух 
целых чисел ш и п. Числа т и п могут быть умножены на равные 
числа, и следовательно число п можно увеличивать беспредельно. 
Разделяя расстояние к на ш равных частей и проводя в точках 
деления параллельные плоскости с двумя данными, часть шара 
между двумя крайними плоскостями будет тем ближе подходить к 

та ' 8 К _ І (1 + 22 + 3а+ -'- +(я»- 1)9 )). 
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чем число п более. Сумма квадратов, которая здесь умножается 
на -^ 3 , как мы видели, = -^-т 3 — -і-га 2 +-^т. Следовательно, 

о Г ш 1 / т \ 3 . 1 / т \ 2 1 / т \ 1 

все выражение = {— ~ X (т) + &Г ) ~ (іГ) ) = 

Члены, которые здесь делятся на ?г, приближаются тем ближе 
к нулю, чем число п более; итак истинная величина части шара 
между двумя плоскостями 5 * = тс ^г 2 — у Д 2 ^ к. Вычитая сие коли¬ 
чество из объема половины шара, получим величину отрезка 
4- тс • (2г 8 — 3г 2 • Д + Д 3 ), или ставя г—р вместо Д, величина отрезка 

з 1 

будет -^тс«_р 2 (3г— р). Если присоединяем к сему отрезку конус, 

которого высота Д,. расстояние вершины от окружности основания г, 

2 

то получим конический вырезок шара утсг 2 ^. Разность такого 

конического вырезка с другим, в котором линия р будет р — а, 
2 

найдется у тсг 2 • а, и следовательно величина такой части шара 
не зависит от положения линии а в отношении к центру. 

Чтоб найти величину поверхности, то следуя общему правилу, 
надобно разделять ее на чрезвычайно малые части и подставлять 
вместо таких частей плоскости, которые, будучи соединены все, 
дадут величину поверхности тем точнее, чем части были взяты 
менее. Всего простее разделять поверхность шара сперва плоско¬ 
стями вокруг поперешника, потом плоскостями, перпендикуляр¬ 
ными к поперешнику. От сего произойдут части поверхности, огра¬ 
ниченные четырьмя дугами, и легко видеть, что четыре точки 
пересечения дуг лежат в одной плоскости; посему, соединяя четыре 
точки прямыми линиями, надобно будет брать часть плоскости 
между четырьмя линиями вместо части кривой поверхности. Начи¬ 
ная соединять части между двух последующих параллельных 
плоскостей, так как здесь число частей не зависимо от частей 
поперешника, то, полагая его увеличивающимся беспредельно, вся 
часть поверхности между двумя плоскостями будет подходить 
к части конической поверхности, проведенной между кругами, 
ограничивающими параллельные плоскости, которая следовательно 
и будет истинною величиною сей части поверхности шара [ 9б ]. 

Называем г полупоперешник шара, с расстояние окружностей 
двух параллельных последующих плоскостей [ 96 ]; 'р полупопереш¬ 
ник меньшей окружности, [/ полупоперешник большей, величина 
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конической поверхности между двумя кругами будет те • с ('р + р')* 
Воображаем теперь половину шара, отделенную плоскостию чрез 
поперешник, к которому 'р и р' перпендикулярны, потом пересекаем 
сию половину еще плоскостию, проходящею чрез тот же попе¬ 
решник (черт. 53). На сей последней плоскости будут находиться 

_ линии 'р и р' и хорда с . 

Из средины хорды с опу¬ 
скаем перпендикул р на 




поперешник и соединяем 
также средину хорды с 
линиею Д с центром шара. 
Называем х расстояние 
> между 'р ир'. Если из 

X 

Че р т средины с опускаем пер¬ 

пендикул на р', то полу¬ 
чится прямоугольный треугольник, которого гипотенуза -^-с, кате- 
1 “ 
ты -^х и р' — р, подобный с прямоугольным треугольником, кото¬ 
рого гипотенуза Д, катеты р и расстояние средины х от центра. 
Отсюда находим с = х»^. Сумма 'р + р' равна 2р, следовательно 
кс ('р + р') = 2те-Д.я5. Для большей простоты пусть хорды с между 
параллельными плоскостями равны; тогда и линии Д для всех с 
будут также равны, а сумма всех конических поверхностей от 
одного конца поперешника до другого сделается 4тег * Д, которая 
будет тем ближе изображать поверхность шара, чем хорды с будут 
менее; но чем хорда с менее, тем Д ближе подходит к г и следо¬ 
вательно истинная величина поверхности шара = 4тег 2 , то есть 
равна четырем большим кругам шара. 

Можно найти поверхность шара еще так: какое бы деление 
поверхности на части ни было, ставя вместо них плоскости 5 и 


опуская перпендикул г—р на $, надобно, чтоб сумма всех произ¬ 
ведений -^8 (г — р) давала тем ближе -|-тег 3 , чем § будет менее. 
Но чем менее плоскости 5, тем р подходит ближе к нулю, а сумма 
плоскостей §—к поверхности шара, которая, следовательно, и 
должна быть 4тег 2 , как и выше найдено. 
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ВСТУПЛЕНИЕ 


В геометрии я нашел некоторые несовершенства, которые я 
считаю причиной того, что эта наука, поскольку она не переходит в 
анализ, до настоящего времени не вышла ни на один шаг за пределы 
того состояния, в каком она к нам перешла от Евклида. К этим 
несовершенствам я отношу неясность в первых понятиях о геоме¬ 
трических величинах, способы, которыми мы себе представляем из¬ 
мерение этих величин, и, наконец, важный пробел в теории парал¬ 
лельных линий, к восполнению которого все усилия математиков 
до настоящего времени были тщетными. Старания Лежандра не 
прибавили к этой теории ничего, так как он был вынужден оста¬ 
вить единственно строгий ход [исследования], стать на побочный 
путь и прибегнуть к вспомогательным предложениям, которые он 
без обоснования старается изобразить как необходимые аксиомы [ 9< ]. 

Свой первый опыт по началам геометрии я опубликовал в «Ка¬ 
занском вестнике» за 1829 г. В надежде, что я удовлетворил 
всем требованиям, я занялся после этого обработкой всей этой 
науки и эту свою работу опубликовал отдельными частями в «Уче¬ 
ных записках Казанского университета» за 1836, 1837 и 1838 гг. 
под заглавием «Новые начала геометрии с полной теорией парал¬ 
лельных» [ 98 ]. Размер этой работы, быть может, мешает моим сооте¬ 
чественникам следить за предметом, который после Лежандра 
утратил интерес. Я держусь, однако, мнения, что теория парал¬ 
лельных линий не должна была бы отказаться от своих притяза¬ 
ний на внимание математиков; поэтому я намерен изложить здесь 
сущность моих исследований; при этом вперед отмечу, что, вопреки 
мнению Лежандра ["], все остальные несовершенства, как, напри¬ 
мер, определение прямой линии, оказываются здесь посторонними 
и лишены всякого влияния на теорию параллельных линий. 




I. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

Чтобы не утомлять читателей множеством таких предложений, 
коих доказательства не представляют затруднений, я привожу 
здесь наперед только те из них, знание которых необходимо для 
последующего. 

1 ) Прямая линия покрывает себя самое во всех положениях . Под 
этим я разумею, что при вращении поверхности прямая линия не 
меняет своего места, если она проходит через две неподвижные 
точки поверхности [ 10 °]. 

2 ) Две прямые не могут пересекаться в двух точках [ 101 ]. 

3) Прямая линия, будучи достаточно продолжена в обе стороны, 
должна уходить за всякие пределы и таким образом делит ограни¬ 
ченную плоскость на две части [ 102 ]. 

4 ) Две прямые, перпендикулярные к одной и той же третьей 
прямой, никогда не пересекаются, сколько бы мы их ни продол¬ 
жали [ 1СЗ ]. 

5 ) Прямая линия всегда пересекает другую прямую, если пере¬ 
ходит с одной ее стороны на другую [ 104 ]. 

6 ) Вертикальные углы, у которых стороны одного составляют 
продолжения сторон другого, равны. Это справедливо как в при¬ 
менении к плоским прямолинейным углам, так и в применении 
к плоскостным двугранным углам. 

7 ) Две прямые не могут пересечься, если какая-либо третья 
прямая пересекает их под равными углами [ 106 ]. 

8 ) В прямолинейном треугольнике равным углам противолежат 
равные стороны, и обратно. 

9 ) В прямолинейном треугольнике большей стороне противо¬ 
лежит также больший угол. В прямоугольном треугольнике 
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гипотенуза, больше каждого из катетов, и прилежащие к ней 
углы острые. 

10) Прямолинейные треугольники конгруэнтны [ 106 ], если у них 
равны сторона и два угла или две стороны и заключенный между 
ними угол, или две стороны и угол, противолежащий большей 
стороне, или три стороны. 

11) Прямая линия, перпендикулярная к двум другим прямым, 
не лежащим с нею в одной плоскости, перпендикулярна ко всем 
прямым, проведенным через точку их общего пересечения в пло¬ 
скости двух последних прямых. 

12) Пересечение шара плоскостью есть круг [ 107 ]. 

13) Прямая, которая перпендикулярна к линии пересечения 
двух перпендикулярных плоскостей и расположена в одной из 
этих плоскостей, перпендикулярна к другой плоскости. 

14) В сферическом треугольнике равным сторонам противоле¬ 
жат равные углы, и обратно. 

15) Сферические треугольники конгруэнтны, если у них равны 
две стороны и угол заключенный между ними, или же сторона и 
прилежащие к ней углы [ 108 ]. 

Начиная отсюда, дальнейшие предложения уже сопровождаются 
пояснениями и доказательствами. 


7 
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16) Все прямые линии, выходящие в некоторой плоскости из 
одной точки, могут быть по отношению к некоторой заданной пря¬ 
мой той же плоскости разделены на два класса, именно на пере¬ 
секающие ее и непересекающие. Граничная линия одного и другого 

класса этих прямых линий назы¬ 
вается параллельной заданной ли¬ 
нии [ 109 ]. 

Из точки А (черт. 1) опустим на 
заданную линию ВС перпендику¬ 
ляр АТ), к которому, в свою очередь, 
восставим перпендикуляр АЕ. В пря¬ 
мом угле ЕАТ) прямые, выходящие 
из точки А, либо все встречают ли¬ 
нию ВС, как, напрймер, АЕ, либо 
же некоторые, подобно перпендику¬ 
ляру АЕ, не встречают линии ВС . 
Не зная, есть ли перпендикуляр АЕ 
единственная линия, которая не 
встречается с ВС, будем считать возможным, что существуют и 
другие линии, например АС , которые не встречают ВС, сколько бы 
мы их ни продолжали. При переходе от пересекающих линий АЕ 
к непересекающим АѲ мы должны встретить линию АН, парал¬ 
лельную ВС, — граничную линию, — по одну сторону которой ни 
одна линия АѲ не встречает ВС, между тем как по другую сто¬ 
рону каждая линия АЕ пересекает линию ВС. Угол НАВ между 
параллелью АН и перпендикуляром АВ называется углом парал¬ 
лели (углом параллельности); мы будем здесь обозначать его через 
П (р) при АВ — р [ 110 ]. 
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Если П (р) есть прямой угол [ ш ], то продолжение АЕ' перпен¬ 
дикуляра АЕ также будет параллельно пр о до лжению ЕВ линии ЕС; 
к этому еще заметим, что в отношении четырех прямых углов, 
которые при точке А образуют перпендикуляры АЕ и АЕ и их 
продолжения АЕ' и АЕ' , каждая прямая линия, выходящая из 
точки А , либо сама, либо по крайней мере своим продолжением 
расположена в одном из тех двух прямых углов, которые обра¬ 
щены к линии ВС, так что, кроме параллели ЕЕ' , все другие 
прямые по достаточном продолжении в обе стороны должны 
пересекать линию ВС. 

Если П (р) < і те, то по другую сторону перпендикуляра АЕ У 
под тем же углом ЕАК = Л(р), будет' проходить еще одна ли¬ 
ния АК, параллельная продолжению ЕВ линии ЕС; таким образом 
при этом допущении мы должны отличать еще сторону параллель¬ 
ности [ 112 ]. Все остальные линии или их продолжения внутри двух 
прямых углов, обращенных к ВС, принадлежат к пересекающим, 
если они лежат внутри угла ЛАК =2Щр) между параллелями; 
напротив того, они принадлежат к непересекающим АС, если они 
расположены по другую сторону параллелей АЛ и АК в отвер¬ 
стии двух углов 

ЕАН = \ъ — ПО), Е'АК = \т.— П(р) 

между параллелями и перпендикуляром ЕЕ' к АЕ. Подобным же 
образом по другую сторону перпендикуляра ЕЕ' продолжения АЛ Г 
и АК! параллелей АЛжАК также будут параллельны ВС; осталь¬ 
ные линии принадлежат в угле К'АЛ' к пересекающим, а в углах 
К'АЕ и Л'АЕ' — к непересекающим. 

Сообразно этому при предположении П (р) = тг линии могут 1 
быть только пересекающими или параллельными; если же принять, 
что П (р) < тс, то нужно допустить две параллели, одну дю одну 
сторону перпендикуляра, другую по другую его сторону; кроме 
того, между остальными линиями нужно различать пересекаю¬ 
щие и непересекающие. Как 'при одном, так и при другом пред¬ 
положении признаком параллелизма служит то, что линия стано¬ 
вится пересекающей при малейшем отклонении в ту сторону, где 
лежит параллель; таким образом, если АЛ параллельна ЕС, те 
каждая линия АЕ, сколь бы мал ни был угол ЛАЕ, пересекает ЕС [ 113 ] . 
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17) Прямая линия сохраняет признак параллельности во всех своих 
точках [ 114 ]. 

Пусть прямая АВ (черт. 2) будет параллельна СВ [в точке А] 
и пусть АС будет перпендикуляр к последней. Мы рассмотрим 
две точки, которые расположены произвольно: одна на линии АВ 
и другая на ее продолжении по другую сторону перпендикуляра. 



Положим, что точка Е лежит по ту сторону перпендикуляра, 
с которой АВ рассматривается как параллельная СВ. Ио точки Е 
опустим перпендикуляр ЕК на СВ, затем проведем ЕЕ так, чтобы 
она проходила внутри угла ВЕК. Точки А и Е соединим прямой 
линией, продолжение которой должно встретить СВ где-либо в Ѳ 
(предложение 16) [ ш ]. Вместе с тем мы получим треугольник АСѲ , 
внутрь которого входит линия ЕЕ ; так как эта последняя не может 
пересечь АС в силу самого построения, а также не может вторично 
встретить ни АО , ни (предложение 2), то она должна встретить 
СВ в какой-либо точке П (предложение 3) [ П6 ]. 

Пусть теперь Е' будет точка на продолжении линии АВ и пусть 
Е'К 7 будет перпендикуляр на продолжении линии СВ; проведем 
линию Е'Е' под столь малым углом АЕ'Е' , чтобы она пересекла АС 
где-либо в Е'\ затем из А проведем под тем же углом с АВ линию 
АЕ, продолжение которой встретит СВ в О (предложение 16). 
Таким образом мы получаем треугольник АѲС, в который входит 
продолжение линии Е'Е' ; так как эта линия не может вторично пере - 
сечь АЕ, а также не может пересечь АО, ибо угол ВАО = ВЕ'О' 
(предложение 7), то она должна встретить СВ где-либо в О'. 

Таким образом, из каких бы точек ЕжЕ' [прямой АВ] ни выхо¬ 
дили линии ЕЕ и Е'Е ' и как бы мало они ни отклонялись от линии 
АВ, они всегда пересекут линию СВ, которой АВ параллельна [ ш ]. 
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18) Две линии всегда взаимно параллельны. 

Пусть АС будет перпендикуляр к линии СВ (черт. 3), кото¬ 
рой АВ параллельна [ 118 ]; из С проведем линию СЕ под каким угодно 
острым углом ЕСВ к 
СВ и из А опустим пер¬ 
пендикуляр АЕ на СЕ) 
получим прямоугольный 
треугольник АСЕ , в ко¬ 
тором гипотенуза АС 
больше катета АЕ (пред¬ 
ложение 9). Отложим 
АО = АЕ и наложим АЕ 
на АО) тогда АВ и ЕЕ С 

Черт. 3. 

займут положение АК и 
ОН, причем угол ВАК = ЕАС [ ш ]; следовательно, АК должна пере¬ 
сечь линию ВС где-либо в точке К (предложение 16); таким 
образом получится треугольник АКС, внутрь которого входит 
перпендикуляр ОН) он встречает линию АК в В (предложение 3) 
и тем определяет на линии АВ расстояние АВ точки пересечения 
линий АВ и СЕ от точки А. 

Отсюда следует, что СЕ всегда встретит АВ, сколь бы мал 
ни был угол ЕСВ) поэтому СВ параллельна АВ (предложение 16). 




Ш. СУММА ВНУТРЕННИХ УГЛОВ 
ПРЯМОЛИНЕЙНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 

19) В прямолинейном треугольнике сумма трех углов не может 
превышать двух прямых. 

Допустим, что в треугольнике АВС (черт. 4) сумма трех углов 
равна тс — )— ос ; если его стороны не равны, возьмем наименьшую из 

них ВС , разделим ее попо¬ 
лам в В, проведем из А 
через I) линию АТ> и на ее 
продолжении сделаем БЕ 
равным АВ\ затем соединим 
точку Е с точкой С пря¬ 
мой ЕС. В равных тре¬ 
угольниках АВВ и СВЕ 
угол АВВ— ВСЕ и ВАВ = ВЕС (предложения 6 и 10); отсюда 
следует, что в треугольнике АСЕ сумма углов также должна быть 
равна ъ-\- ос; кроме того, наименьший угол ВАС треугольника АВС 
(предложение 9) перешел в новый треугольник АСЕ , причем он 
разбился на две части ЕАС и АЕС. Продолжая таким же образом, 
разделяя при этом пополам каждый раз ту сторону, которая про¬ 
тиволежит наименьшему углу, мы необходимо придем к треуголь¬ 
нику, сумма трех углов которого равна тг —ос, но в котором ока¬ 
жутся два угла, каждый из которых по абсолютной величине 
меньше-^-ос; так как, однако, третий угол не может быть больше те, 
то а должно быть либо нулем, либо отрицательным [ ш ]. 

20) Если в каком-либо прямолинейном треугольнике сумма трех 
углов равна двум прямым , то это имеет место и во всяком другом 
треугольнике [ ш ]. 

Положим, что в прямолинейном треугольнике АВС (черт. 5) 
сумма трех углов = ъ; в таком случае по крайней мере два его 
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угла должны быть острые. Из вершины В третьего угла опустим 
на противоположную сторону перпендикуляр р\ тогда треуголь¬ 
ник АВС разобьется на два прямоугольных треугольника, в ка¬ 
ждом из которых сумма трех углов 
также должна быть равна тг, ибо ни 
в одном из них она не может превы- ^ 
тать тс, а в составленном из них треуголь¬ 
нике она не должна быть меньше тс [ ш ]. 

Таким образом мы получаем прямоугольный треугольник с кате¬ 
тами р и д, а из него [ 123 ] получаем четырехугольник, в котором 
противоположные стороны равны, а прилежащие друг к другу 
стороны р ж ц взаимно перпендикулярны (черт. 6). Повторно при¬ 
кладывая тот же четырехугольник, можно получить подобный же 
четырехугольник со сторонами пр иди, наконец, четырехуголь¬ 
ник АВСВ со взаимно перпендикулярными сторонами, в котором 
АВ = пр, АЛ = тс [, ЛС = пр , ВС = тс [, где т и п суть произволь¬ 
ные целые числа. Такой четырехугольник делится диагональю ВЛ 



л 

я 

я 

я 

_1_ 

«н 

р 


р 


_ л. 

2 

р 

я> 


/ 



р 


/ 

/ 



п 

г 

А 

/ 




В 

с 


Черт. 6. 



на два равных прямоугольных треугольника ВАЛ и ВСЛ, в 
каждом из которых сумма трех углов равна тс [ 124 ]. Числа ш 
и п могут быть выбраны так, чтобы прямоугольный треуголь¬ 
ник ВСЛ (черт. 7), катеты которого СЛ = пр, ВС = тц, охва¬ 
тил другой заданный [прямоугольный] треугольник ЕЕС, коль 
скоро их прямые углы будут приведены в совмещение [ 126 ]. Если 
проведем линию І)Е, то получим еще прямоугольные треуголь¬ 
ники, из которых каждые два последовательно имеют общую сто¬ 
рону [ 126 ]. Треугольник ВСЕ получается путем соединения двух 
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треугольников ВВЕ и ВЕС, ни в одном из которых сумма трех 
углов не может быть больше тс; она должна быть поэтому равна тс, 
поскольку в составленном треугольнике эта сумма должна быть 
равна тс. Таким же образом треугольник ЕВС состоит из двух. 
треугольников ВЕЕ и СЕЕ\ поэтому и в треугольнике СЕЕ сумма 
трех углов должна быть равна тс [ 127 ], и вообще это должно иметь 
место во всяком треугольнике, так как всякий треугольник раз¬ 
бивается на два прямоугольных треугольника [ 128 ]. 

Отсюда следует, что возможны только два допущения: либо 
сумма трех углов во всех прямолинейных треугольниках равна тс, 
либо же она во всех треугольниках меньше тс. 

21) Из данной точки всегда моэюно провести прямую линию таким 
образом, чтобы она образовала с данной прямой сколь угодно малый угол * 

Из данной точки А (черт. 8) опустим на данную прямую ВС 
перпендикуляр АВ\ на ВС возьмем произвольную точку В и про¬ 
ведем линию АВ\ далее, 
сделаем ВЕ=АВ и прове¬ 
дем АЕ\ Пусть в прямо¬ 
угольном треугольнике 
АВВ угол АВВ = а. В таком 
случае в равнобедренном 
треугольнике АВЕ угол 
АЕВ должен быть либо 
Че Р т - 8 - равен -і- а, либо меньше 

(предложения 8 и 19) [ 129 ]. Продолжая таким образом, мы, нако¬ 
нец, придем к такому углу АЕВ , который меньше любого за¬ 
данного угла. 

22) Если два перпендикуляра к одной и той оюе прямой линии 
параллельны между собой , то в прямолинейных треугольниках сумма 
трех углов равна тс. 

Положим, что линии АВ и СВ (черт. 9) параллельны между 
собой и перпендикулярны к А С. Из А проведем линии АЕ и АЕ 
к точкам Е и Е, взятым на линии СВ на любых расстояниях 
ЕС > ЕС от точки (7. Допустим, что в прямоугольном треуголь¬ 
нике АСЕ сумма трех углов равна тс — а, а в треугольнике АЕЕ 
она равна тс — (3 [ 13 °]; в таком случае в треугольнике А СЕ [сумма 
углов] будет равна тс — а — (3, причем ни а, ни р не могут быть 
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отрицательными. Пусть, далее, угол ВАВ = а , АВС = Ъ\ в таком слу¬ 
чае а (3 = а — Ъ [ ш ]; теперь, удаляя линию АВ от перпендику¬ 
ляра АС , можно сделать угол а между АВ и параллелью АВ сколь 
угодно малым; так же можно уменьшать и угол Ъ\ следовательно, 
два угла а и (3 не могут 
иметь никакой другой ве¬ 
личины, кроме а = 0 и 
р = 0 р2]. 

Отсюда следует, что во 
всех прямолинейных тре¬ 
угольниках сумма трех 
углов либо равна тс, и 
тогда угол параллельности 

П (^р) = -і- тг для любой линии р, либо во всех треугольниках эта 

^ 1 
сумма < тс, и тогда также П (р) < у те. 

Первое предположение служит основой обыкновенной геометрии 
и плоской тригонометрии. Второе предположение также может 
быть допущено, не приводя ни к какому противоречию в резуль¬ 
татах; оно обосновывает новое геометрическое учение, которому 
я дал название «вообраэюаемая геометрия» и которое я здесь наме¬ 
рен изложить вплоть до вывода уравнений между сторонами и 
углами прямолинейных и сферических треугольников [ 133 ]. 




IV. ИССЛЕДОВАНИЕ УГЛА ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ 

23) Для любого заданного угла а мооюно найти такую линию р, 
что П (р) = а. 

Пусть АВ и АС (черт. 10)—две прямые линии, образующие 
при пересечении острый угол а; на АВ возьмем произвольно 
точку В' и из этой точки опустим на АС перпендикуляр В'А\ 
сделаем А'А" = АА', восставим в А" перпендикуляр А!'В" и так 
будем продолжать до тех пор, пока придем к перпендикуляру СВ, 



который уже не встречает АВ. Это необходимо должно иметь 
место, ибо если в треугольнике А А'-В' сумма всех трех углов 
равна те — а, то в треугольнике АВ'А!' она равна те — 2а, в тре¬ 
угольнике АА"В" она меньше те — 2а (предложение 19) [ 134 ] и т. п., 
пока она, наконец, не станет отрицательной и при этом обнаружит 
невозможность образования треугольника. Перпендикуляр СВ 
может оказаться именно тем, до которого все перпендикуляры из 
точек, лежащих ближе к А , пересекают АВ ; во всяком случае при 
переходе от пересекающих к непересекающим такой перпендикуляр 
должен существовать [ 136 ]. Теперь из точки В проведем линию ВН У 
образующую с ВС острый угол НВС и именно с той стороны, 
с которой лежит точка А. Из какой-либо точки Н линии ВН опу- 
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стим на АС перпендикуляр НК, продолжение которого, следова¬ 
тельно, должно пересечь АВ где-либо в В [ 136 ]; он образует, таким 
образом, треугольник АКБ, внутрь которого входит продолжение 
линии КН, и потому оно должно встретить гипотенузу АВ где-либо 
в М. Так как 6 КН есть произвольный угол и может быть взят 
сколь угодно малым, то линия КС параллельна АВ и АК = р (пред-, 
ложения 16 и 18). 

Легко усмотреть, что с уменьшением р угол а возрастает, при¬ 
ближаясь при р = 0 к і тг [ ш ]; с возрастанием^? угол а уменьшается, 
все более приближаясь к нулю при р = с о. Так как совершенно 
произвольно, какой угол разуметь под символом П(^), когда 
линия р выражается отрицательным числом, то мы примем 

П (2)+ П (—!>) = * [ 133 ], 

каковое равенство должно иметь место для всех значений р, как 
положительных, так и отрицательных, а также для р = 0. 



V. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ЛИНИЙ 

24) Чем далее параллельные линии продолжаются в сторону парал¬ 
лельности, тем более они друг к другу приближаются. 

К прямой АВ (черт. 11) восставим два перпендикуляра АС = ВВ 
и конечные их точки соединим прямой линией [СВ ]. Тогда че¬ 
тырехугольник САВВ будет иметь два прямых угла при А ж В, 
а при С и В — два острых угла (предложение 22) [ 139 ], которые 


с 

Р 

О 



А 

Е 

В 


Черт. 11. 

равны между собой, как в этом легко убедиться, налагая этот 
четырехугольник на самого себя так, чтобы линия ВВ упала на А (7, 
а АС —на ВВ. Разделим АВ пополам и в точке деления Е вос¬ 
ставим перпендикуляр ЕЕ к АВ. Он должен быть также перпен¬ 
дикулярен к СВ , потому что четырехугольники САЕЕ и ЕЕВВ 
покрывают друг друга, если наложим их друг на друга так, 
чтобы линия ЕЕ осталась в том же положении [ 14 °]. Вследствие 
этого линия СВ не может быть параллельна АВ , параллель же 
к последней в точке С , именно СО, должна быть наклонена в сто¬ 
рону АВ (предложение 16) и отсечет от перпендикуляра ВВ часть 
ВО<СА. Так как точка С выбрана на линии СО произвольно, 
то отсюда следует, что СО тем более приближается к АВ, чем 
далее мы ее продолжаем [ ш ]. 
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25) Две прямые линии , параллельные третьей, параллельны между 
собой . 

Примем сначала, что три линии АВ , и (черт. 12) лежат 

в одной плоскости. Если две из них по порядку АВ и СВ парал¬ 
лельны крайней линии ЕВ, то АВ и СВ также параллельны между 
собой [ ш ]. Чтобы это обнаружить, опустим из произвольной точки 
А крайней линии АВ на другую крайнюю ВЕ перпендикуляр АЕ , 
который пересечет среднюю линию СВ в некоторой точке С (пред¬ 
ложение 3) под углом ВСЕ <тг« 
со стороны параллели СВ к ЕВ 
(предложение 22) [ 143 ]. Перпен¬ 
дикуляр АС, опущенный из той 
же точки А на СВ, должен упасть 
внутри отверстия острого угла 
АСС (предложение 9); всякая 
другая линия АН, проведенная 
из А внутри угла ВАС, должна 
пересечь линию ЕВ, параллель¬ 
ную АВ, где-либо в Н, сколь бы 
мал ни был угол ВАН ; следова¬ 
тельно, СВ пересечет в треуголь¬ 
нике АЕН линию АН где-либо А 
в К, так как она не может встре¬ 
титься с ЕВ. Если бы АН про¬ 
ходила из точки А внутри угла С АС, то она должна была бы 
в треугольнике САС пересечь продолжение СВ где-либо между 
точками С я С. Отсюда следует, что АВ и СВ параллельны (пред¬ 
ложения 16 и 18). 

Если примем, что обе внешние линии АВ и ЕВ параллельны 
средней СВ, то каждая линия АК , проведенная из точки А 
внутри угла ВАЕ, пересечет линию СВ где-либо н точке К, 
сколь бы мал ни был угол ВАК \ На продолжении АК возьмем 
произвольно точку В и соединим ее с С линией СВ, которая пере¬ 
сечет ЕВ где-либо в Ж, вследствие чего образуется треугольник МСЕ. 
Продолжение линии АВ внутрь треугольника МСЕ не может вто¬ 
рично пересечь ни АС, ни СМ\ следовательно, оно должно встре¬ 
тить ЕВ где-либо в Н\ поэтому АВ и ЕВ взаимно параллельны. 
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Пусть теперь параллели АВ и СВ (черт. 13) лежат в двух 
плоскостях, пересечение которых есть линия ЕЕ[ 1и ]. Из произ¬ 
вольной точки Е последней опустим перпендикуляр ЕА на одну 
из двух параллелей, например на АВ\ затем из основания А 
перпендикуляра ЕА опустим вновь перпендикуляр АС на вторую* 
параллель СВ и соединим концы Е и С обоих перпендикуляров 
линией ЕС. Угол ВАС должен быть острым (предложение 22);, 
следовательно, перпендикуляр СѲ , опущенный из С на АВ, падает* 
в точку Ѳ по ту сторону от С А, в которой считаем линии АВ 
и СВ параллельными. Каждая линия ЕН, сколь бы мало она ни 

отклонялась от ЕЕ, ле¬ 
жит с ЕС в плоскости у 
которая должна пере¬ 
сечь плоскость двух 
параллелей АВ и СВ 
вдоль некоторой ли¬ 
нии СИ. Эта последняя 
линия пересекает где- 
либо АВ, и именно в 
той же точке И, кото¬ 
рая принадлежит всем трем плоскостям и через которую необхо¬ 
димо проходит также линия ЕН\ следовательно, ЕЕ параллель¬ 
на АВ. Подобным же образом можно обнаружить параллельность 
линий ЕЕ и СВ. 

Сообразно этому предположение, что линия ЕЕ параллельна 
одной из двух других параллельных между собой ’линий АВ и 
СВ, означает не что иное, как то, что ЕЕ рассматривается как 
пересечение двух плоскостей, в которых лежат параллели АВ и 
СВ. Поэтому две линии параллельны между собой, если они па¬ 
раллельны одной и той же третьей линии, хотя бы они лежали 
и в различных плоскостях. Последнее предложение можно выра¬ 
зить также следующим образом: три плоскости пересекаются по 
линиям, которые все между собой параллельны, поскольку предпола¬ 
гается параллельность двух из них. 




VI. ИЗМЕРЕНИЕ ТРЕХГРАННЫХ УГЛОВ 

26) На поверхности шара противолеэюащие друг другу треуголъ - 
ники имеют одинаковую площадь [ 146 ]. 

Под противолежащими друг другу треугольниками мы разу¬ 
меем здесь такие, которые образуются пересечением поверхности 
шара [теми же] плоскостями по обе стороны центра; в таких тре¬ 
угольниках стороны и углы имеют поэтому противоположные 
направления. 

В противолежащих друг другу треугольниках АВС и А'В'С Г 
(черт. 14, на котором один из треугольников нужно себе пред¬ 
ставить изображенным в повернутом виде) стороны АВ = А'В ', 



ВС = В'С', СА — С'А' и их углы при точках А, В , С также равны 
соответствующим углам в другом треугольнике при точках А 
В ', С'. Представим себе плоскость, проходящую через три точки 
А, В, С, и перпендикуляр, опущенный на эту плоскость из цен¬ 
тра шара; продолжения этого перпендикуляра в обе стороны пе¬ 
ресекут противолежащие друг другу треугольники в точках I) и 
В г шаровой поверхности. Расстояния точки I) от точек А, В , С 
на сфере в дугах больших кругов должны быть равны (пред¬ 
ложение 12) как между собой, так и расстояниям В'А' , ТУ В ', 
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В'С' в другом треугольнике (предложение 6); следовательно, 
равнобедренные треугольники, расположенные вокруг точек Т> и 
Т>' в обоих сферических треугольниках АВС и А'В'С' конгру¬ 
энтны друг другу. 

Чтобы вообще судить о равенстве двух поверхностей [ ш ], прини- 

предложение: две поверхности равны , 
если они образуются составлением или 
отделением равных частей . 

27) Трехгранный телесный угол 
равен полусумме его двугранных углов 
без прямого [ ш ]. 

В сферическом треугольнике АВС 
(черт. 15), в котором каждая сто¬ 
рона < те, обозначим углы через А, 
Р, (7, продолжим 'сторону АВ так, 
что образуется полный круг АВА' В'А, 
который разделит сферу на две рав¬ 
ные части. В той половине, в кото - • 
рой находится треугольник АВС , про¬ 
должим еще две другие стороны за точку их взаимного пересече¬ 
ния С до их пересечений с кругом в А' и В'. Этим полусфера 
разобьется на четыре треугольника АВС , АСВ\ В'СА ', А'СВ } вели¬ 
чины которых пусть будут Р, X, У, 2. Ясно, что здесь [ 148 ] 

Р+Х = Р, 

Р+2 = А. 

Величина сферического треугольника У равна величине про¬ 
тиволежащего ему треугольника АВС\ в котором сторона АВ 
общая с треугольником Р, а третий угол С' лежит при конечной 
точке диаметра сферы, идущего от С через центр сферы Р (пред¬ 
ложение 26)> Отсюда следует, что Р+ Р = С; а так как Р+-ЗГ+ 
-А-У-\-2=Ъ) то мы получаем также 

Р = ±-(А + В+С-т:). 

К тому же результату можно притти также и другим путем, опи¬ 
раясь только на предложение, приведенное выше относительно 
равенства площадей (предложение 26). 


маю за основу следующее 
С 
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В сферическом треугольнике АВС (черт. 16) разделим стороны 
АВ и ВС пополам и через точки делепия I) и Е проведем боль¬ 
шой круг; из точек А, В, С опустим на этот круг перпендику¬ 
ляры АР, ВН и СО [ 149 ]. Если перпендикуляр из В падает в Н 
между Т> и Е, то образующийся таким образом треугольник ВЕН 


В 



Черт. 16. 



равен АРЕ , а ВНЕ равен ЕОС (предложения 6 и 15 [ 150 ]); отсюда 
следует, что площадь треугольника АВС равна площади четырех¬ 
угольника АРОС (предложение 26) [ ш ]. Если точка Н совпадает 
с серединой Е стороны ВС (черт. І7), то образуются только два 
равных прямоугольных треугольника АРЕ и ВЕЕ , замещая кото¬ 
рые друг другом, докажем равенство пло¬ 
щадей треугольника АВС и четырехуголь¬ 
ника АР ЕС. Если, наконец, точка Н падает 
вне треугольника АВС (черт. 18), то мы 
перейдем от треугольника АВС к четырех¬ 
угольнику АРОС , присоединяя треуголь¬ 
ник РАЕ — ЕВН и отнимая затем тре¬ 
угольник СОЕ = ЕВН. 

Если в сферическом четырехуголь¬ 
нике АРОС представим себе большие 
круги, проходящие через точки А и О 
и через Р и (7, то дуги последних между 
АО и РС равны (предложение 15); поэтому 
конгруэнтны также треугольники РАС и АСО (предложе¬ 
ние 15) [ 1б2 ], и угол РАС равен углу АСО . 

Отсюда следует, что во всех предыдущих случаях сумма всех 
трех углов сферического треугольника равна сумме обоих равных 
не прямых углов в четырехугольнике. Таким образом, для каждого 

8 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 


в 
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сферического треугольника, в котором сумма трех углов есть а!?, 
можно найти четырехугольник с той же площадью, в котором 
имеются два прямых угла, две равные перпендикулярные [к осно¬ 
ванию] стороны, а каждый из двух остальных углов равен $ [ ш ] 
Пусть теперь АВСІ) (черт. 19) будет сферический четырех¬ 
угольник, в котором стороны АВ = ВС перпендикулярны к ВС 
и каждый из углов при А и В равен ^8. Продолжим стороны 

АВ и ВС до их пере¬ 
сечения в Е и далее 
за точку Е, сделаем 
ВЕ = ЕР и на продол¬ 
жение ВС опустим пер¬ 
пендикуляр ЕС. Всю 

Черт. 19. 

дугу ВС разделим по¬ 
полам и точку деления Н соединим дугами больших кругов 
с А и Р. Треугольники ЕРС и ВСЕ конгруэнтны (предложе¬ 
ние 15); следовательно, РС = ВС = АВ. Треугольники АВРЕ и 
НСР также конгруэнтны, так как они — прямоугольные и имеют 
равные катеты; следовательно, дуги АН и НЕ принадлежат 
одному кругу, дуга АНЕ равна тс, АВЕР также = тс, угол 

НАН = НЕЕ = 4- Я— ВАД= 4- 8— НЕО = -Г 8 — НЕЕ — ЕЕО = 
1 " 1 " " 1 
— — НАВ — тс-+-— аУ; следовательно, угол НЕЕ = -^(8 —тс), 

или, что то же, равен величине вырезка АНРВА , который в свою 
очередь равен четырехугольнику АВСВ\ это легко усмотреть, если 
перейти от одного к другому, прибавляя сначала к вырезку тре¬ 
угольник ЕРС, а затем треугольник ВАН и отнимая после 
этого равные им треугольники ВСЕ и НРС . Сообразно этому 
-і- (а? — тс) есть величина четырехугольника АВСВ , а вместе с тем 
и величина сферического треугольника, в котором сумма трех 
углов равна /У. 

28) Если три плоскости пересекаются по параллельным линиям 7 
то сумма трех двугранных углов [ими образуемых ] равна двум прямым . 

Пусть АА ', ВВ ', С С' (черт. 20) будут параллельные линии, 
образованные пересечением плоскостей (предложение 25) [ 1б4 ]* 
Возьмем на них произвольно три точки А, В, С и представим 
себе проходящую через них плоскость, которая, следовательно, 
пересекает плоскости параллелей по прямым линиям АВ, -АС 
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и ВС . Затем через прямую АС и какую-либо точку I) на линии 
ВВ' проведем еще одну плоскость, которая пересечет две плоскости 
параллелей АА Г и ВВ ', С С' и ВВ' по линиям АВ и ВС; накло¬ 
нение этой плоскости к третьей плоскости параллелей АА' и СС' 
обозначим через ю [ ш ]. Углы между плоскостями, в которых лежат 
параллели, обозначим 
через X, У, 2 соответ¬ 
ственно линиям АА', ВВ', 

СС'; пусть, далее, прямо¬ 
линейные углы ВВС = а, 

АВС = Ь, АВВ = с. Пред¬ 
ставим себе описанную 
вокруг точки А как цен¬ 
тра шаровую поверх¬ 
ность; ее пересечения о 
прямыми АС, АВ, АА' определят сферический треугольник со сто¬ 
ронами^, рг, площадь которого пусть будет а; в нем противолежат 
стороне д угол го, стороне г угол X, а следовательно, стороне^ [про¬ 
тиволежит угол] т: + 2а— го — X [ 1б6 ] (предложение 27). Таким же 
образом прямые СА, СВ, СС', пересекая шаровую поверхность 
•вокруг центра С, определяют [на ней] треугольник величины [3 со 
сторонами р', д', г' и углами: го против д', 2 против г' и, следо¬ 
вательно, тс+ 2,3 — го — 2 против^?'. Наконец, пересечениями шаро¬ 
вой поверхности вокруг В с линиями ВА, ВВ, ВС определяется 
сферический треугольник со сторонами I, т, п, которым противо¬ 
лежат углы го-{-Я — 2р, г#-}-Х— 2ос [ 1б7 ] и У; следовательно, вели¬ 
чина этого треугольника 8 = -і (Х-+- У+Х-—тг)—а—С умень¬ 
шением го уменьшается также величина треугольников осир, так 
что а + Р — 10 может быть сделано меньше любого данного числа. 
В треугольнике 8 стороны I и т также могут быть уменьшаемы 
до уничтожения (предложение 21). Следовательно, треугольник 8 
может быть отложен одной из своих сторон I и т по большому 
кругу сферы сколько угодно раз и все-таки не заполнит полу¬ 
сферы; поэтому 8 исчезает вместе с го [ 1б8 ]; отсюда следует, что 
необходимо должно быть Х+У+Х=тс. 




ѴП. ПРЕДЕЛЬНАЯ ЛИНИЯ 

29) В прямолинейном треугольнике перпендикуляры , восставленные 
из середин сторон, либо [вовсе] не встречаются , либо все три пересе¬ 
каются в одной точке і т \- 

Предположим, что в треугольнике АВС (черт. 21) перпендику¬ 
ляры ЕВ и ЕВ, восставленные к сторонам АВ и ВС из их середин 

Е и Е, пересекаются в точке В ; 
внутри углов треугольника прове¬ 
дем линии В А, В В , ВС. 

В равных треугольниках АВЕ 
и ВВЕ (предложение 10) АВ=ВВ, 
также заключаем, что ВВ=СВ\ 
следовательно, АВС есть равно¬ 
бедренный треугольник, а потому 
перпендикуляр, опущенный из 
вершины В на основание АС, па¬ 
дает в середину последнего С. 

Доказательство не меняется и в том случае, если точка пере¬ 
сечения В двух перпендикуляров ЕВ и ЕВ падает на самую 
линию АС или вне треугольника. 

Если поэтому примем, что два из этих перпендикуляров не 
пересекаются, то и третий не может с ними встретиться [ 160 ]. 

30) Перпендикуляры, восставленные к сторонам прямолинейного 
треугольника из их середин, должны быть все три друг другу парал¬ 
лельны, если предполозюші параллельность двух из них [ ш ]. 

Пусть в треугольнике АВС (черт. 22) линии ВЕ , ЕС, НК будут 
перпендикуляры, восставленные к его сторонам в их серединах 
В, Е, II. Примем первоначально, что параллельны перпендику¬ 
ляры ВЕ и ЕС, которые пересекают линию АВ в В и Ж*[ 162 ]. Из 


В 
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точки Е проведем произвольно внутри угла ВЕЕ прямую линию 
Х6?, которая должна встретить ЕѲ где-либо в 6?, как бы мал ни 
был угол отклонения ОЕЕ (предложение 16) [ 168 ]. Так как в тре¬ 
угольнике ЕОМ перпендику¬ 
ляр НК не может встретиться 
с МѲ (предложение 29), то он 
должен встретить ЕО где-либо 
в Р; отсюда следует, что НК 
должна быть параллельна ЕЕ [ 164 ] 

(предложение 16) и МО (пред¬ 
ложения 18 и 25). 

Если положим стороны ВС=2а, АС = 2Ъ ) АВ=2с, а противо¬ 
лежащие этим сторонам углы обозначим через А, Р, ( 7 , то в рас¬ 
смотренном сейчас случае 

А = п(Ь)—и (с), 



Р = П(а) —П (с), 
С=П(а)+П(6), 


как в этом легко убедиться с помощью линий АА ', ВВ\ СС\ ко¬ 
торые проведены из точек А, В, С параллельно перпендикуляру 
НК , а следовательно, и двум другим перпендикулярам ЕЕ и ЕО\ 
(предложения 23 и 25) [*§ б ]. 


Доложим теперь, что параллельны перпендикуляры НК и ЕО] 
в таком случае третий перпендикуляр ЕЕ не может их пересечь 
(предложение 29); следовательно, он либо параллелен им, либо пере¬ 
секает АА' [^ 6 ]. Последнее до¬ 
пущение означает не что иное, 
как то, что угол С > П (а)+ 
+ П(6) [ 16ѵ ]. Если мы этот угол 
уменьшим так, чтобы он стал 
равен П(а) + П(&), сообщая для 
этого линии АС новое положе¬ 
ние С(2 (черт. 23), и величину 
третьей стороны В(2 обозначим 
через 2с', то угол СВО, при точке В , который возрос, должен, 
согласно доказанному выше, быть равен П (а) — П (с')> П (а) — П (с), 
откуда следует с' > с (предложение 23). Однако в треугольнике 



Черт. 23. 
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Я 



АС(2 углы при А и ф равны; поэтому в треугольнике АВ(2 
угол при (2 должен быть больше, чем при точке А , следовательно, 
АВ>В(2 (предложение 9); это значит с > с'. 

81) Предельной линией ( орициклом ) мы называем такую располо- 
оюенную в плоскости кривую линию , у которой все перпендикуляры > 

восставленные из середин ее хорд , 
параллельны между собой. 

В согласии с этим определением 
можно представить себе образова¬ 
ние предельной линии, если будем 
проводить к данной прямой АВ 
(черт. 24) из данной на ней точки А 
под различными углами САВ = 
= П(а) отрезки АС = 2а\ конец С 
такого отрезка будет лежать на 
предельной линии, точки которой 
можно таким образом постепенно 
определять. Перпендикуляр ВЕ 
к хорде АС) восставленный из ее середины В, будет параллелен 
линии АВ , которую мы будем называть осью предельной линии . 
Таким же образом каждый перпендикуляр ЕС, восставленный 
из середины какой-либо хорды АП , будет параллелен АВ\ поэтому 
это свойство должно принадлежать также каждому перпендику¬ 
ляру КВ, восставленному из середины К хорды СП , между какими 
бы двумя точками С и П предельной линии она ни была проведена 
(предложение 80). Этого рода пер¬ 
пендикуляры должны поэтому без 
отличия от АВ называться осями 
предельной линии [ 168 ]. 

82) Круг , радиус которого возра¬ 
стает, переходит в предельную линию. 

Пусть АВ (черт. 25) будет хор¬ 
да предельной линии; из ее кон¬ 
цов А ж В проведем две оси АС и ВВ, которые, следовательно, 
образуют с хордой два равных угла ВАС = АВВ = а (предложе¬ 
ние 81). На одной из этих осей АС возьмем где-либо точку Е , 
примем ее за центр круга и проведем дугу круга АЕ от началь- 
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ной точки А оси АС до ее пересечения с другой осью ВР в точке Р. 
Соответствующий точке Р радиус круга РЕ образует по одну сто¬ 
рону угол АРЕ = р с хордой АР , а по другую сторону угол 
ЕРВ = у с осью ВТ). Отсюда вытекает, что содержащийся между 
двумя хордами угол ВАР = ос — — а [ 169 ] (предложение 22); 

•следовательно, ос— Однако угол у уменьшается до нуля 

как вследствие движения центра Е при неизменном положении 
точки Р (предложение 21) [ 17 °], так и вследствие приближения 
точки Р к В по оси ВР при неизменном положении центра Е 
{предложение 22); отсюда следует, что при таком уменьшении 
угла у исчезает также и угол а — р, т. е. взаимное наклонение 
двух хорд АВ и АР , а вместе с тем [исчезает] и расстояние точки 
В на предельной линии от точки Р на круге [ ш ]. 

Поэтому предельная линия может называться также плугом 
с бесконечно большим радиусом. 

33) Пусть А А' = ВВ Г — х (черт. 26) будут две линии, парал¬ 
лельные в сторону от 4 к А', а их параллели служат осями двух 
предельных дуг (дуг на двух 
предельных линиях) АВ = в, 

А'В' = тогда 

з' = зе~ х , 

тде е не зависит ни от дуг 8 д 
и в', ни от прямой я, т. е. от 
расстояния дуги з' от $. 

Чтобы это доказать, примем, что отношение дуги 8 к з' равно 
отношению двух целых чисел п и ш. Между двумя осями А А ', 
ВВ' проведем еще третью ось СС', которая, таким образом, отсе¬ 
кает от дуги АВ часть АС = а от дуги А'В' с той же стороны— 
часть А'С' = і' . Пусть теперь отношение і к 8 равно отношению 
двух целых чисел р ид, так что 



Разделим теперь 5 осями на щ равных частей; тогда таких частей 
окажется на з' и пр на і . Между тем эти равные части на 5 и 
і соответствуют также равным частям на з' и 1'\ следовательно, 
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Таким образом, где бы мы ни взяли две дуги і и і' между двумя 
осями АА' и ВВ ', отношение і к I' остается то же, пока между 
ними остается то же расстояние х. Если поэтому для х = 1 поло¬ 
жим $ = ез\ то для любого х должно быть 

з' = зе~ х [ 173 ]. 

Так как е есть неизвестное число, подчиненное только усло¬ 
вию е > 1, а, с другой стороны, единица для измерения длины х 
может быть выбрана произвольно, то последнюю можно для упро¬ 
щения вычислений выбрать так, что под е можно будет разуметь 
основание неперовых логарифмов. 

Здесь можнб еще отметить, что з' = 0 для х = оо\ поэтому рас¬ 
стояние между двумя параллелями (предложение 24) не только 
уменьшается, но при продолжении их в сторону параллелизма 
в конце концов {ъиХъіъі) совершенно исчезает. Параллельные линии 
имеют, таким образом, характер асимптот. 



УПІ. ПРЕДЕЛЬНАЯ ПОВЕРХНОСТЬ 

34) Предельной поверхностью (орисферой) называется поверх¬ 
ность, которая получается вращением предельной линии вокруг 
одной из своих осей, каковая вместе со всеми другими осями 
предельной линии будет также осью по¬ 
верхности [ 174 ]. 

Хорда [предельной поверхности] накло¬ 
нена под равными углами к осям, проведен¬ 
ным через ее конечные точки , где бы на 
поверхности эти две точки ни были взяты. 

Пусть А , В , С (черт. 27) будут три 
точки на предельной поверхности, АА У 
пусть будет ось вращения, ВВ ' и СС' — две 
другие оси; следовательно, АВ и А С суть'4 
хорды, к которым оси наклонены под рав¬ 
ными углами А'АВ=В'ВА, А'АС =С Г СА 
(предложение 31) [ 176 ]; две оси ВВ' и СС', 
проведенные через концы третьей хорды 
ВС, также параллельны и лежат в одной 
плоскости (предложение 25). Перпендикуляр ВВ', восставленный из 
середины В хорды АВ в плоскости двух параллелей, должен быть 
параллелен трем осям АА' , ВВ' , СС' (предложения 23 и 25) [ 176 ], такой 
же перпендикуляр ЕЕ' к хорде АС в плоскости параллелей АА', СС' 
будет параллелен трем осям АА', ВВ', СС' и перпендикуляру ВВ\ 
Угол между плоскостью, в которой расположены параллели АА' и 
ВВ', и плоскостью треугольника АВС обозначим через П (а), где а 
может быть числом положительным, отрицательным или нулем [ 177 ] * 
Если а положительно, то проведем ЕВ = а внутрь треугольника АВС 
в его плоскости перпендикулярно к хорде АВ в ее середине В . Если 
а будет числом отрицательным, то нужно провести ЕВ = а вне тре¬ 
угольника по другую сторону хорды АВ; если а = 0, то точка Е сов- 
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падает с В. Во всех случаях получаем два равных прямоугольных 
треугольника АРВ и ВВР; следовательно, РА = РВ. Теперь из точ¬ 
ки Р восставим перпендикуляр РР Г к плоскости треугольника АВС . 

Так как угол В'ВР=Т[(а ), ВР=а, то линия РР' параллельна 
ВВ' и линии ЕЕ' , с которой она поэтому также лежит в одной 
плоскости, перпендикулярной к плоскости треугольника АВС [ г<8 ]. 
Если теперь представим себе перпендикуляр ЕК , восставленный 
к ЕР в плоскости параллелей ЕЕ' и РЪ', то он будет также пер¬ 
пендикулярен к плоскости Треугольника АВС (предложение 13) 
и к лежащей в этой плоскости прямой АЕ (предложение 11); 
поэтому линия АЕ, перпендикулярная к ЕК и ЕЕ', будет также 
перпендикулярна к РЕ (предложение 11) [ 179 ]. Треугольники АЕР 
и РЕС равны, как прямоугольные с равными катетами; поэтому 
АР = РС = РВ. Перпендикуляр из вершины Р равнобедренного 
треугольника ВРС на основание ВС проходит через середину 
последнего С\ плоскость, проходящая через этот перпендикуляр 
РС и линию РР', должна быть перпендикулярна к плоскости 
треугольника АВС и пересекать плоскость параллелей ВВ', СС' 
по линии СО', которая также параллельна АА' и ВВ' (предложе¬ 
ние 25); так как теперь СС перпендикулярна к РС, а потому и 
к СС' , то угол С'СС = ВВ'С (предложение 23). 

Отсюда следует, что для предельной поверхности каждая из ее 
осей может быть рассматриваема как ось поверхности. 

Главной плоскостью мы будем называть каждую плоскость, про¬ 
веденную через ось предельной поверхности. Сообразно этому 
каждая главная плоскость сечет предельную поверхность по пре¬ 
дельной линии, между тем как при другом положении секущей 
плоскости это пересечение есть круг [ 18 °]. Три главные плоскости, 
пересекающие друг друга, образуют друг с другом углы, сумма 
которых равна те (предложение 28). Эти углы мы будем рассма¬ 
тривать как углы в предельном треугольнике, сторонами которых 
служат дуги предельных линий, образуемых пересечением пре¬ 
дельной поверхности этими тремя главными плоскостями [ 181 ]. 
В предельных треугольниках стороны и углы связаны поэтому 
теми же зависимостями, которые устанавливаются в обыкновенной 
геометрии для прямолинейных треугольников [ 18 * 2 ]. 



IX. УРАВНЕНИЯ, СВЯЗЫВАЮЩИЕ СТОРОНЫ И УГЛЫ 
ПРЯМОУГОЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 


35) В дальнейшем мы будем обозначать величину линий буквой 
<со штрихом, например х', чтобы указать, что таковая находится 
к другой линии, обозначаемой той же буквой без штриха, в соот¬ 
ношении, выраженном уравнением 

Д(ж) + П(0=4* [ ш ]- 


Пусть теперь АВС (черт. 28) будет прямолинейный прямоугольный 
треугольник, в котором гипотенуза АВ = с , катеты АС = Ъ, ВС = а, 
а противолежащие им углы суть ВАС = П (а), АВС = П (,3) [ 184 ]. 


В точке А восставим перпендикуляр АА' 
к плоскости треугольника АВС и из 
точек Въ. С проведем ВВ' и СС' парал¬ 
лельно АА'. Плоскости, в которых эти 
три параллели лежат, образуют между 
собой углы П (ос) при АА', прямой при 
СС' [ 186 ] (предложения Ни 13) и, следова¬ 
тельно, П(сс') при ВВ' (предложение 28). 

Пересечения линий В А, ВС, ВВ' 
с шаровой поверхностью, описанной 
вокруг точки В как центра, определяют 
сферический треугольник шпк, в кото¬ 
ром стороны тп = П (с), Ы = П ((3), 
шк = П (а), противолежащие же им углы 
суть п : (Ъ), П(а'), 4* г 3 ]. 



Черт. 28. 


Поэтому вместе с существованием прямолинейного треуголь¬ 


ника со сторонами а, Ъ, с и противолежащими им углами П(ос), 
П(Р), "2 нужно допустить также существование сферического 



124 


ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 


треугольника (черт. 29) со сторонами П (с), П (|3), П (а) и противоле¬ 
жащими углами 

П(6), П(«'), у*- 

Но и, обратно, для этих двух треугольников существование 
сферического треугольника влечет за собой существование прямо¬ 
линейного, который по¬ 
этому также может иметь 
стороны а, а', (3 и про¬ 
тиволежащие им углы 

П(У),П(в),4« [ 187 ]- 

Поэтому от а, с, а, (3 
можно перейти к &, а, с, (3, 
а, а также к а, а', (3, с. 

Представим себе предельную поверхность, проходящую через 
точку А и имеющую осью линию АА / (черт. 28); эта поверхность 
пересечет две другие оси ВВ' и СО' в В" ^ 
и С ", а пересечения ее с плоскостями 
параллелей образуют предельный тре- а//1 
угольник, стороны которого В" С'=р, 

С"А — В"А = г, противолежащие же им Сг 

углы суть П(а), П(а'),- [ 188 ], следова¬ 

тельно, 

р = г 8Іп П (а), с[~г С 08 П (а). 




Теперь нарушим соединение трех глав¬ 


ных плоскостей по линии ВВ' и развернем 
их таким образом, чтобы они вместе со 
всеми находящимися в них линиями рас¬ 
положились в одной плоскости; в этой <?| 
плоскости дуги р, д, г соединятся в одну 
дугу предельной линии, проходящей через 
точку А и имеющей АА' своей осью 
(черт. 30) [ 189 ]; при этом по одну сто¬ 
рону оси АА' расположатся дуги # и р, 

сторона Ъ треугольника, которая в точке А перпендикулярна 
к АА', — ось (7(7', идущая от конца стороны Ъ параллельно 
АА' и проходящая через точку соединения О" дуг р и 


-А 



Черт. 30. 
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сторона а — перпендикулярная к ОС ' в точке (7, а также выходя¬ 
щая из конца этой стороны ось ВВ\ параллельная АА' и прохо¬ 
дящая через конец В" дуги^. По другую сторону А А' будут лежать: 
сторона с, перпендикулярная к АА' в точке А ь и ось ВВ ', парал¬ 
лельная АА ' и идущая от конца стороны Ъ через конечную точку В" 
дуги г. Величина линии СО" зависит от 6, каковую зависимость 
мы выразим через СС"=( (Ъ). Таким же образом будет ВВ"=? (с) [ 190 ]. 

Если, принимая СО" за ось, проведем из точки С новую пре¬ 
дельную линию до пересечения Т> с осью ВВ' и обозначим дугу СВ 
через то 

ВВ = Г{а ), ВВ" = ВВ + ВВ" = ВВ-\- С С" 
и, следовательно, 

№ = Па) + ПЪ). 

Кроме того, мы замечаем (предложение 33), что 
і = рёГФ) = г зіп П (а) е К Ь) [ ш ]. 

Если бы перпендикуляр к плоскости треугольника АВС 
{черт. 28) был восставлен не в точке 1, а в 5, то линии сиг 
остались бы те же, дуги д и ^ перешли бы в ^ и прямые 
и 6 в 6 и а, а угол П (а) заменился бы углом П(|3); следова¬ 
тельно, мы бы имели 

д = г 8Іп П (р) е№ [ 192 ]; 

подставляя вместо ^ [ ш ] его значение, находим 

С08 п (а) = 8 ІП П (р) ёП а) , 
заменяя же а и р через V и с: 

зіп П (Ь) = 8Іп П (с) еК а \ 

и умножая на е^: 

8Іп П (Ъ) еП ь ) = зіп П (с) е №. 

Отсюда следует также: 

зіп П (а) = зіп П ( Ъ) е^ ъ К 

Так как, однако, прямые а и & друг от друга не зависят, а с дру¬ 
гой стороны, при Ъ = 0 і (Ъ) = О, П (Ъ) і те, то для любой прямой 
линии а 


е-/ , («) = 8ІпП (а); 
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сообразно этому 

8 ІП П (с) == 8 ІП П (а) 8 ІП П ( 6 ), 

8 Іп П (?) = сое П (а) 8 Іп П (а) [ ш ]. 

Отсюда изменением букв получаем 

8 ІП П (а) = С 08 П (?) 8 ІП П ( 6 ), 

С08 П ( Ъ) = С08 П (с) С08 П (а), 

С08 П (а) = С08 П ( С) С08 П (?) [ 196 ]. 

Если в сферическом прямоугольном треугольнике (черт. 29 ) [ 196 } 
обозначим стороны П(с), П(?), П (а) с противолежащими им углами 
П(&), П («') буквами а, 6 , с, А , В , то найденные уравнения при¬ 
нимают форму, которая, как известно, устанавливается для прямо¬ 
угольного треугольника в сферической тригонометрии, именно: 

8 ІП а = 8 ІП с 8 ІП А, 

8 ІП Ъ = 8 ІП С 8 ІП В , 

С08 А = С08 а 8 ІП В , 

С 08 В = С 08 & 8 ІП .А, 
сое с = сое а сое Ъ [ 19< ]; 

от этих уравнений можно перейти к уравнениям любых сфериче¬ 
ских треугольников. Таким образом, сферическая тригонометрия 
не зависит от того, равна ли в прямолинейном треугольнике сумма, 
трех углов двум прямым или нет. 



X. РАЗЫСКАНИЕ ФУНКЦИИ Щх) 

36) Теперь рассмотрим снова прямолинейный прямоугольный 
треугольник АВС (черт. 31), стороны которого суть а, &, с, а про¬ 
тиволежащие углы суть П(а), П(,3), -і-тг. Продолжим гипотенузу с 
за точку В и сделаем ВВ = $\ из точки I) восставим к ВВ пер¬ 
пендикуляр ВТ )', который, следовательно, будет параллелен ВВ ', 
т. е. продолжению стороны а за точку В . Из точки А проведем 



еще к ВВ' параллель АА\ которая в то же время будет парал¬ 
лельна СВ' (предложение 25). Поэтому угол А'АВ = П (с + (3), 
А'АС — П (6); следовательно, 

П(і) = П(а) + П(в + Р)- 

Если отложим р на гипотенузе с от точки В у затем из конечной 
точки В (черіт. 32) [ 198 ] восставим к АВ внутрь треугольника пер¬ 
пендикуляр ВВ' и из точки А проведем АА' параллельно ВВ ', 
то ВС с ее продолжением СС' будет третьей параллелью; тогда 
угол САА' = И(Ъ), ВАА' = И(с — (3); следовательно, 

И(с- р) = П(«) + П(6). 
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Последнее уравнение остается в силе и в том случае, когда 
с = Р или с<р. Если с = р (черт. 38), то перпендикуляр АА ', вос¬ 
ставленный к АВ из точки А , параллелен стороне ВС = а с ее 


В 



Черт. 33. 


продолжением СС'\ следовательно 
П (ое)-(-П {Ъ)= утг ив то же время 
П (с — (3) = і тг (предложение 23) [ 199 ]. 
Если с < ,3 (черт. 34), то конец отрез¬ 
ка р падает по другую сторону точки А 
в Т) на продолжении гипотенузы АВ. 
Восставленный отсюда перпендикуляр 
ВВ' к АВ и параллельная ему ли¬ 
ния АА' из точки А будут также парал¬ 
лельны стороне ВС = а с ее продол¬ 
жением СС' . Здесь угол ВАА' = 
—П (р—с), следовательно,‘П (а) +П (&) = 
— хі (Р— с)= П (с—р) (предложение 23). 


Приведя в связь оба найденных уравнения, получаем 


2П(6)=П(с — Р) + П(с + Р)і 
2П(а)=П(с —?)—П(с + ?)> 


откуда следует 

СОВ II (6) __ 

С 08 П(а) 

со 8 [Гп(с-р)+1п(с + р)] 

сое і-П(в-р)-і-П(в + р)] 

Если сюда подставим значение 
(предложение 35) 


С 08 П (Ъ) 
сое П (а) 


= С 08 П (с), 


то получим 


і 8 ІП(в)» = 


= *8і-п(с — Р)*к-5'П( С +Р) [ 200 ]- 



Черт. 34. 


Здесь р есть произвольное число, так как угол П (Р) с одной 
стороны [гипотенузы] с может быть выбран произвольно в преде¬ 
лах от 0 до -і-тс; следовательно, р [может быть выбрано] произ¬ 
вольно между 0 и оо; полагая здесь по порядку р = с, 2с, Зс и т. д., 



X. РАЗЫСКАНИЕ ФУНКЦИИ П (х) 

для любого положительного числа п получим: 
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[*& \ п (с ]" = \ п (пв) [ т ]. 

Если будем здесь рассматривать п как отношение двух линий 
х и с и примем, что 

-і П (с) = е с , 

то получим вообще для любой линии х> как положительной, так 
и отрицательной, 

і%\п{х) = е-* [202], ІП] 

где е может быть любое число, большее единицы, ибо Н](х) = О 
при х = со. 

Так как единица, которой измеряются линии, произвольна, то 
за е можно также принять основание неперовых логарифмов^ 308 ]* 


9 8ак. 754. Н. И. Лобачевский 



XI. УРАВНЕНИЯ, СВЯЗЫВАЮЩИЕ СТОРОНЫ И УГЛЫ 
ВСЯКОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 

37) Из найденных выше уравнений достаточно знать два сле¬ 
дующих: 

8ІП П ( с) = 8ІП П (а) 8ІП П (&), 

8Іп П (а) = 8Іп П ( Ъ ) сое П (3), 


относя последнее к обоим катетам й и чтобы из их соединения 
вывести два остальных (предложение 35) и притом без двузнач- 



Черт. 35. 


ности относительно алгебраиче¬ 
ских знаков, ибо углы здесь 
острые [ 204 ]. Аналогичным обра¬ 
зом приходим к двум уравне¬ 
ниям [ 206 ]: 

1. П (с) = 8Іп П (а) і § П (а), 

2 . С08П (а) = С08ІІ(С)С08П ( 3 ). 


Рассмотрим теперь прямолинейный треугольник со сторонами 
а, &, с и противолежащими углами А, В, С (черт. 35). Если А л В 
суть острые углы, то перпендикуляр р из вершины угла С падает 
внутрь треугольника и делит сторону с на две части, именно: 
на часть х со стороны угла А и с — х со стороны угла В . Таким 
образом получаются два прямоугольных треугольника, применяя 
к которым уравнение (1), получаем 


П (а) = 8Іп В П (р), 
П ( Ъ) = зіп А П (р), 


каковые уравнения остаются без изменения, даже если бы один из 
углов, например В , был прямым (черт. 36) или тупым (черт. 37). Та¬ 
ким образом получаем общее для всех треугольников соотношение 


3. зіп А П (а) = зіп В П ( Ъ ) [ ш ]. 
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Для треугольника с острыми углами А, В (черт. 35) получаем 
еще [уравнение (2)] 

С 08 П (х) =С 08 АС 08 П( 6 ), I 

С08П(С — X) = С08-ВС08ІІ (а), / і 1 


каковые уравнения относятся также к треугольникам, в которых 
угол А или В прямой или тупой. Например при В= тг (черт. 36) 
нужно взять х = с\ первое уравнение переходит тогда в то, кото¬ 




рое мы получили выше [уравнение (2)], а второе удовлетворяется 
само по себе [ 208 ]. При В тг (черт. 37) первое уравнение остается 
без изменения, вместо же второго нужно написать соотношение 

сов П (ж — с) = сов (от — В) сое П (а); 
но со8 П (ж— с) = — со8 П (с — х) (предложение 23), а также 

С08 (« — В) = -С08 В. 


Если А есть прямой или тупой угол, то вместо х и с — х нужна 
взять с — х и ж, и этот случай приведется к предыдущим [ 209 ]. 

Чтобы из этих двух уравнений исключить ж, заметим, что 
(предложение 36) 


С 08 П (с — х) = 


1 -*вТ П(с -®) 2 !_ е 2х-2с 


1+^ у П (С-Х)2 


1 _|_ е 2 ж- 2 с 


1-*§уП(с)2с* ё Гп(сс)2 
1 + Г П (е)* с% Г П (св)2 


_ С06 И (с) — С08 П ( X) 


Ц — ^ 11 У*) Г210Т ГбТ 
П (с) С08 П (ж) 1 ^ 


Если подставим сюда выражения, для со8П(ж), созП (с — ж), та 
получим 

соз П (а) соз В -4- сов П (Ь) соз А г , 

1+с<ж 11 (а) соз П (Ь) соз А соз В ’ 


СОЙ П (с) 
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откуда следует 

сов П (а) сое В = 


С08 п(«) — С08 А С08 П (Ъ) 

1 — С08 А С08 П (6) С08 11 (с) 


ж, наконец, 

«іп П (е) 2 = [1—сое В со8 П (с)со8 II (а)] • [1—сое А сое П ( Ъ ) сое П (с)] [ ш ]. 
Таким же образом должно быть 

4. 8ІпП(а) 2 =[1 —С 08 С С 08 П (я) С 08 П (&)] • [1 — сое В сов П (с) С 08 П (я)], 
8ІПІІ(Й) 2 =[1 — С08 4 С08 П (Й) С08 П (б)] • [Г — С08(7с08П(а)С08П(Й)]. 

Из этих трех уравнений получаем еще 


8ІП П (5) 2 8ІТ1 П (б) 2 

зіп 11 (а) 2 


[1 — С08 А С08 П ( Ъ ) С08 П (с)] 2 . 


Отсюда без двузначности по отношению к знакам [* 212 ] имеем: 


5 . С08 А С08 II ( Ъ ) сое П (с) 


8ІП П (5) 8ІП П (с) 
8Іп П (а) 


Если сюда в согласии с уравнением (3) подставим значение 8ІпП (с): 
зіп п (с) = П (а) сое П (с) [ 213 ], 


то получим 

С08 П (с) 


сое П (а) зіп С 

8ІП А 8ІП Ц (Ь) + С08 А 8ІП С С08 II (а) С08 11 (6) 


или же, подставляя это выражение для соз П (с) в уравнение (4), 
6. СІ& А 8ІП С 8ІП П (Ъ) + С08 С = [“*] . 

'Исключая отсюда 8ІпП(6) с помощью уравнения (3), получаем 

С08П(а) п ^ 008^4 . „ . -гг , ч ГОІ --, 

-С 08 С = 1-:—^ 81 П С 81 П П (а) Р 1б 1. 

С08 П (Ь) 81П В Ѵ У 1 - 1 

.Между тем, уравнение (6) изменением букв дает 

В 8ІП 0 8ІП 11 («) + С08 С. 

Из двух последних уравнений следует 

гг Л і т~> /ѵ 8111 В 8111 О го^аі 

7. С08 А -4- С08 В С08 О = —г-тту-т— Г 2 * 6 1. 

1 Э1П II (а) 1 * 
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Все четыре уравнения, выражающие зависимости между сторонами 
й, 5, с и противолежащими углами А, Б, (7, согласно этому (урав¬ 
нения (3), (5), (6), (7)) будут 


віп А 1% П (а) = 8 Іп В П ( 6 ), 

С08 А С08 П ( Ъ ) С08 П (с) + — П .^^ п 81 Д П — 
4 7 4/1 8іп п (а) 

А 8ІП Сет П (Ъ) + сое С = , 

8ІП В 8ІП С 


1 , 


С 08 А + С 08 В С 08 С - 


8Іп П (а) 


(а) 

Г'З- 


Если стороны треугольника а, 6, с очень малы, то можно удо¬ 
вольствоваться приближенными значениями (предложение 36): 


сі&П (а) = а , 

8Іп П (а) = 1 — ~ а 2 , 
сов П (а) = а [’ 218 ] 


и аналогично для других сторон Ъ и с. Уравнения (8) переходят- 
для таких треугольников в следующие: 

Ъ 8Іп А = а 8Іп В , 
а 2 = Ъ 2 -)- с 2 — 2 Ъс сов А, 
а 8Іп (А + С) = Ъ 8Іп А, 

С 08 А -)- С 08 (В —(— О) = 0 [ 212 ]. 


Из этих уравнений первые два приняты в обыкновенной геоме¬ 
трии; последние же с помощью двух первых приводят к заклю¬ 
чению, что 


А-\-В-\-С=ъ р*о]. 


Таким образом, воображаемая геометрия переходит в обыкновен¬ 
ную, если предположим, что стороны прямолинейного треуголь¬ 
ника очень малы [ 221 ]. 

Об измерении кривых линий, площадей плоских фигур, по¬ 
верхностей и объемов тел, равно как и о применении воображае¬ 
мой геометрии к анализу я опубликовал некоторые исследования: 
в «Ученых записках Казанского университета» [ 22а ]. 

Уравнения (8) уже сами по себе представляют достаточную 
основу для того, чтобы рассматривать предположения воображае¬ 
мой геометрии как возможные. Сообразно этому мы не располагаем 
никаким другим средством, кроме астрономических наблюдений 
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чтобы судить о точности, которую дают вычисления обыкновенной 
геометрии. Как я показал в одной из моих работ, эта точность 
простирается далеко, так что, например, в треугольниках, стороны 
которых доступны нашим измерениям, сумма углов* не отличается 
от двух прямых даже на сотую долю секунды. 

Замечательно также, что уравнения (8) в плоской геометрии 
переходят в уравнения сферических треугольников, если вместо 
сторон а, &, с подставим аУ-1, ЪУ- 1, сѴ- 1; при таком 
изменении, однако, нужно будет также положить 


віпП (а) = 


сое а 

сов П (а) = У — 1 1% а, 
1 


*&П(а) 


8 іи а У — 1 9 


подобные же изменения нужно сделать и для сторон 6, с; этим 
путем мы придем от уравнений (8) к следующим: 

8 ІП А 8ІП Ъ = 8ІП В еіп а, 

С08 а = С08 Ъ С08 С + 8ІП Ъ 8ІП С С08 А , 

сі& А 8Іп (7+ сое С сое Ъ = еіп Ъ а, 

С08 А = С08 а 8ІП В 8ІП С - С08 В С08 С [ 223 ] . 
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Заг іу * Профессора // И. Зобачгееклю 


Понятія , * ил которыхъ основываютъ начала геометріи недостаточны чтобъ отсюда 
вывести доказательство теоремы, сумма трехъ угловъ прямолинейнаго треугольника рав¬ 
на двумъ прямымъ; теорема, въ справедливости которой никто до енхь поръ не сомнѣ¬ 
вался . потому что не встрѣчаютъ ни какого противорѣчія вь заключеніяхъ, которыя 
отсюда выводятся и потому что измѣреніе угловъ , въ прямолннейиыхъ треугольникахъ 
согласуется въ пре дѣдахъ ошибокъ самыхъ точныхъ намѣреніи съ а гон теоремой. Недо¬ 
ела точность начальныхъ понятій для доказательства приведенное теоремы принудила гео¬ 
метровъ допускать прямо или ючвенно втомогатсмыіыя положенія, которыя какъ ни 
просты кажутся, тѣмъ не мен+»е произвольны и слѣдовательно доттѵіиены быть не могутъ. 
Такъ напр принимаютъ: что кругъ съ безконечно великимъ полупоперечником ь перехо¬ 
дитъ въ прямую линію, л Сфера сь безконечно великимъ полл поперечником ь ьь плос¬ 
кость: что углы прямо.шлейнаго треугольника зависятъ только отъ содержанія боковъ, 
но не отъ самыхъ боковъ , или иаконецъ, какъ это обыкновенно принимаютъ вь нача¬ 
лахъ геометріи, что юъ данной точки вь плоскости не можно пронести болѣе, одной 
прямой парал.іедьиоЙ сь дайной прямою къ той же плоскости, тогда какъ осѣ другія пря¬ 
мыя . проведенныя иль той же точки м въ той же плоскости, должны необходимо но 
достаточномъ продолженіи пе|н*сікать данную прямую. Модъ линіею параллельной л ру¬ 
гой . разу мѣютъ прямую линію , которая сколько бы не продолжалась въ обѣ стороны, 
никогда не встрѣчаетъ ту , съ которой она параллельна. Ото опредѣленіе само по 
Кнчж I, 1855 і. 1 


Первая страница оригинального издания сочинения «Пангеометрия». 
(1-я страница книжки I «Ученых записок Казанского 
университета» за 1855 год.) 



I. ВСТУПЛЕНИЕ 


1. Понятия, на которых основывают начала геометрии, недо¬ 
статочны, чтоб отсюда вывести доказательство теоремы: сумма трех 
углов прямолинейного треугольника равна двум прямым; теорема, 
в справедливости которой никто до сих пор не сомневался, по¬ 
тому что не встречают никакого противоречия в заключениях, 
которые отсюда выводятся, и потому что измерение углов в прямо¬ 
линейных треугольниках согласуется в пределах ошибок самых 
точных измерений с этой теоремой. Недостаточность начальных 
понятий для доказательства приведенной теоремы принудила гео¬ 
метров допускать прямо или косвенно вспомогательные положе¬ 
ния, которые как ни просты кажутся, тем не менее произвольны 
и следовательно допущены быть не могут. Так например, при¬ 
нимают: что круг с бесконечно великим полупоперечником пере¬ 
ходит в прямую линию, а сфера с бесконечно великим полупопе¬ 
речником— в плоскость; что углы прямолинейного треугольника 
зависят только от содержания [ 224 ] боков, но не от самых боков, 
или наконец, как это обыкновенно принимают в началах геомет¬ 
рии, что из данной точки в плоскости не можно провести более 
одной прямой параллельной с данной прямою в той же плоскости, 
тогда как все другие прямые, проведенные из той же точки и 
в той же плоскости, должны необходимо по достаточном продол¬ 
жении пересекать данную прямую. Под линиею параллельной 
другой разумеют прямую линию, которая сколько бы не продол¬ 
жалась в обе стороны, никогда не встречает ту, с которой она 
параллельна. Это определение само по себе недостаточно, потому 
что оно не указывает на единственную линию. То же можно 
сказать о большей части определений, даваемых в началах гео¬ 
метрии, потому что эти определения не только не указывают 
на происхождение геометрической величины, которую хотят 
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определить, но даже не доказывают, что такие величины существовать 
могут. Таким образом определяют прямую линию и плоскость 
некоторыми их свойствами; говорят, что прямые линии суть те, 
которые сливаются, как скоро у них две общие точки; что пло¬ 
скость есть такого рода поверхность, в которой прямая линия лежит 
вся, как скоро проведена чрез две точки, взятые на плоскости. 

Вместо того, чтобы начинать геометрию прямой линиею и пло¬ 
скостью, как это делают обыкновенно, я предпочел начать сферой 
и кругом [* 226 ], которых определение не подлежит упреку в непол¬ 
ноте, потому что в этих определениях заключается способ каким 
образом эти величины происходят. Потом я определяю плоскость, 
как поверхность, где пересекаются равные сферы, описанные около 
двух постоянных точек. Наконец определяю прямую линию, как пе¬ 
ресечение равных кругов в плоскости, описанных около двух посто¬ 
янных точек той же плоскости. Допустив такие определения, вся 
теория прямых и плоскостей перпендикулярных может быть 
изложена строго с легкостью и краткостью. Прямую, проведенную 
из данной точки в плоскости, я называю параллельною к данной 
прямой в той же плоскости, как скоро она составляет границу 
между теми прямыми, проведенными из той же точки в той же 
плоскости, которые пересекают данную прямую по достаточному 
продолжению, и тех, которые не пересекают, сколько бы ни про¬ 
должались. Ту сторону, в которой пересечение происходит, я 
называю стороною параллельности . 

Я издал полную теорию параллельных под заглавием «Сгео- 
теНізсЪе ПпіегзисЬип^еп гиг ТЪеогіе (іег Рагаііеіііпіеп. Вегііп 1840. 
Іп (іег Еіпке’зсЪеп ВисЬЬапс11ип§» [* 226 ]. В этом сочинении я изло¬ 
жил доказательства всех предложений, в которых не нужно при¬ 
бегать к помощи параллельных линий. Между этими предложе¬ 
ниями то, которое дает отношение поверхности сферического тре¬ 
угольника ко всей сфере, особенно достойно замечания (СгеотеН. 
ІІпіегзисЬип^еп § 27), Если Н, і?, С означают углы сферического 
треугольника, то содержание поверхности этого сферического 
треугольника к поверхности всей сферы [ 2 * 27 ], которой он принад¬ 
лежит, будет равно содержанию 

\{А + В+С-ъ) 
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к четырем прямым углам. Здесь тг означает два прямых угла. 
Потом я доказываю, что сумма трех углов в прямолинейном тре¬ 
угольнике не может быть более двух прямых углов (Сгеотеіг. 
Ппіегв. § 19), и если эта сумма равна двум прямым углам в ка¬ 
ком-нибудь прямолинейном треугольнике, то она должна быть такова 
во всех прямолинейных треугольниках (Сгеотеіг. Ііпіегз. § 20). 

Итак два только предположения возможны: или сумма трех 
углов во всяком прямолинейном треугольнике равна двум прямым 
углам — это предположение составляет обыкновенную геометрию — 
или во всяком прямолинейном треугольнике эта сумма менее 
двух прямых, и это последнее предположение служит основа¬ 
нием особой геометрии, которой я дал название воображаемой гео¬ 
метрии, но которую может быть приличнее назвать Папгеометрией , 
потому что это название означает геометрию в обширном виде, 
где обыкновенная геометрия будет частный случай. 



II. ОСНОВНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

2. Из принятых начал в пангеометрии следует, что перпендикул р г 
опущенный из одной точки прямой линии на параллельную к ней,, 
делает с первой линией два угла, из которых один острый. Я на¬ 
зываю этот угол углом параллельности , а сторону первой из этих 
прямых линий, где острый угол находится, и которая остается 
та же для всех точек на прямой, стороной параллельности. Я озна¬ 
чаю этот угол П (р) (черт. 1), потому что он зависит от длины 
перпендикула р. В обыкновенной геометрии П (р) = ~ для вся¬ 
кого р. В пангеометрии 
углу П (р) принадлежат вен 
значения от 0, которому со¬ 
ответствует^ = оо, до ко¬ 
торому соответствует р— 0. 
(Сгеотеіг. Ипіегз. § 23). Что¬ 
бы функции П {р ) дать ана¬ 
литическое значение более общее, я принимаю, что для отрицатель¬ 
ных р, случай на который первое определение не распространяется, 
значение этой функции дается уравнением:; П (р) +П (— р )=тс [’ 223 ] * 

Итак для всякого угла А > 0 и < тс можно найти линию р так, 
что П (р) = А, где линия р положительна, если Я< Обратно, 
для всякой линии р существует угол А так, что А = ІІ(р). 

Я называю предельным кругом [’ 229 ] такой круг, которого полу- 
поперечник принимаю бесконечно великим; он может быть начер¬ 
чен постепенно точками к нему принадлежащими. Берем точку [М] 
на данной прямой (черт. 2), называем эту точку вершиной , а самую 
прямую [ММ] — осью предельного круга; построим на этой прямой 
угол А> 0 и вершина которого совпадает с вершиною пре¬ 

дельного круга, и которого одна из сторон совпадает с осью; 
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пусть наконец а — линия, которая даст П (а) = А, и кладем на дру¬ 
гой бок угла А от вершины прямую 2а, конец [ІѴ] этой прямой 
'будет лежать на предельном круге; чтобы продолжить предельный 
круг по другую сторону оси, надобно повторить то же построе¬ 
ние на этой стороне оси. Отсюда 

а #_ 

видно, что все прямые парал- 

-лельные с осью предельного круга у/ / 

могут равно почитаться за оси пре- \ / 

дельного круга [* 230 ]. \ / 

Обращение [ ш ] предельного \ / 

круга около одной из его осей \ / 

производит поверхность, которую \ / 

и называю предельная сфера [ ,?3 °], \ / 

поверхность, которая, следователь- \ / 

но, будет граница приближения 
для сферы с возрастанием полу- 

Черт. 2. 

поперечников до. бесконечности. 

Мы назовем ось обращения, а следовательно и все линии парал¬ 
лельные с осью обращения, осью предельной сферы, а поперечной 
плоскостию [ 233 ] будем называть плоскость, в которой лежит одна 
или несколько осей обращения. Пересечение предельной сферы 
с поперечной плоскостью дает предельный круг. Часть поверх¬ 
ности на предельной сфере, ограниченная тремя дугами предель¬ 
ного круга, называется предельным сферическим треугольником; дуги 
предельного круга будут называться боками предельного сфери¬ 
ческого треугольника, а плоскостные углы между плоскостей, где 
лежат дуги предельного круга, будут называться углами предель¬ 
ного сферического треугольника. 

Две прямые параллельные третьей параллельны между со¬ 
бою (Сгеотеіг. Тіпіегз. § 25). Отсюда следует, что все оси пре¬ 
дельного круга и предельной сферы параллельны между 
собою. 

Если три плоскости пересекаются по две в трех параллельных 


прямых, и если каждая плоскость ограничена между двух парал¬ 
лельных, то сумма трех плоскостных углов, которые эти плоскости 
«оставляют по порядку одна с другой, равна двум прямым углам 
(Оеошеіг. Ііпіегв. § 28). 
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Из этого предложения следует, что сумма трех углов в пре* 
дельном сферическом треугольнике равна двум прямым углам,, 
и что всё то, что в обыкновенной геометрии доказывают о содер¬ 
жании боков прямолинейного треугольника, может быть повторена 
и доказано в пангеометрии для боков предельного сферического' 
треугольника, стоит только заменить параллельные прямые с одним 
из боков треугольника дугами предельного круга, проведенными 
чрез точки на одном из боков предельного сферического треуголь¬ 
ника под одним углом с этим боком. Так например, если р , г 
бока предельного сферического прямоугольного треугольника и 
Р, ф, — углы против этих боков, то надобно принимать так же- 

как для прямоугольного прямолиней¬ 
ного треугольника в обыкновенной 
геометрии следующие уравнения: 

р = Г 8 ІП Р = Г С 08 ф , 

^ = Г С08 Р = г 8 ІП ф, 

р+«=![*“]■ 

3. В обыкновенной геометрии до* 
казывают, что расстояние двух парал¬ 
лельных прямых везде одинаково; 
в пангеометрии, -напротив, расстоя¬ 
ние р точек одной прямой до парал¬ 
лельной с нею уменьшается на сто- 
роне параллельности, т. е. на стороне, в которую обращен угол 
параллельности П (р) [ 235 ] • 

Теперь пусть Я, Я', 8" -и т. д. —ряд дуг предельных кругов- 
между двух параллельных прямых, которые служат осями этим 
предельным кругам (черт. 3); предположим, что части параллель¬ 
ных между дуг последовательных равны между собою и изме¬ 
ряются взаимным расстоянием двух последовательных дуг х, назы¬ 
ваем Е содержание 77 к 8', когда х равно единице длины 



где Е число положительное и более единицы. Пусть теперь число ^ 
выражается содержанием двух целых чисел п к то, так что Е=-^> 
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разделяем дугу $ на ш равных частей; чрез точки деления ведем 
параллельные с осями предельных кругов. Эти параллельные разде¬ 
лят дуги 8 ",... каждую нат равных частей. Переносим площадь 
между дуг 8\ 8" на площадь между дуг /9' и полагая дугу 8' на 
а следовательно дугу 8" на 8', повторяем дугу —; она должна 
укладываться п раз в дуге 

Параллельность линий заставляет дугу — укладываться также 
п раз по дуге следовательно, 

^ — 

8'~ 8" р 

Чтобы доказать то же самое в случае несоизмеримости числа Е г 
можно прибегнуть к тем же способам, которые обыкновенна 
употребляются в геометрии в подобных случаях; я для краткости 
выпускаю эти подробности. Итак, 

8 ___&__ 8 ^_ __ ^ 

8 ' “ 8 " — 8 "* - 

Это требует, чтобы для всякой линии х 

8' = 8Е~ Х [^б] ? 

где Е представляет число, равное содержанию # к 8\ когда ж = 

Надобно заметить, что содержание Е не зависит от длины 
дуги # и остается то же, если две данные прямые параллельные 
сближаются и удаляются друг от друга, оставаясь параллельными. 
Число Е, которое необходимо более единицы, зависит только от той 
прямой линии, которая выбрана за единицу в измерении прямых 
линий и которая измеряет расстояние между двух последователь¬ 
ных дуг, и может быть взята произвольно. 

Свойство, которое мы доказали в отношении к дугам ’>8, 8\ 
8 '\..., остается и для площадей Р, Р', Р",..., ограниченных по¬ 
сле дова'рельными дугами и параллельными прямыми. Итак, 

Р' = РЕ' Х . 


Если мы соединяем п подобных площадей сряду, 
будет 


Р 


1 — Е~ пх 
1 —Е~ х 


[ 237 ] . 


то сумма 


Для п = оо это выражение дает площадь между двух параллель¬ 
ных, ограниченную с одной стороны дугой а? и неограниченную» 
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оо стороны параллелизма; значение этой площади будет сле¬ 
довательно : р 

1 — Е~ х ' 

Если избираем за единицу площадей ту площадь, которая 
отвечает дуге # = 1 и расстоянию х = 1 % то найденное выражение 
для площади делается для всякой дуги $ 

=ЙН. 

В обыкновенной геометрии число Е постоянно и равно единице; 
после чего в обыкновенной геометрии две прямые параллельные 
отстоят повсюду равно, друг от друга, а площадь между двумя 
параллельными, ограниченная только с одной стороны общим пер- 
лендикулом к ним, бесконечно велика. 



III. УРАВНЕНИЯ, СВЯЗЫВАЮЩИЕ СТОРОНЫ И УГЛЫ 
ПРЯМОУГОЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА; 

ФОРМУЛЫ СФЕРИЧЕСКОЙ ТРИГОНОМЕТРИИ 

4. Рассматриваем теперь прямолинейный прямоугольный тре¬ 
угольник, которого а, Ъ, с бока, а А, Б, углы, противоположные 
этим бокам. Острые углы А, В могут быть принимаемы за углы 
параллельности П(а), П(|3), соответственные двум прямым а, (3 
положительным [ 239 ]; условимся еще означать ударением над бук¬ 
вой [ 24 °] ту прямую, для которой угол параллельности служит допол¬ 
нением до прямого угла углу параллельности, который отвечает 
прямой, означенной тою же буквой без ударения. Таким образом, 

П («) + П (О -1, п СЗ) + п 03') -1, 

Представляем себе перпендикул а (черт. 4) к оси предельного 
круга в вершине этой оси. Чрез вершину перпендикула а [ 241 ] ве¬ 
дем прямую, параллельную с 
осью на стороне параллельности. 

Означаем /*(а) часть этой парал¬ 
лельной между вершиною пер¬ 
пендикула и дугою, означаем В (а) 
длину дуги предельного круга, 
отрезанную параллельной линией 
к вершине предельного круга. В 
обыкновенной геометрии Ь(а)=а ; 

/(а) = 0 для всякой линии а [ 242 ]. 

Восставляем перпендикул АА / 
к плоскости прямолинейного- Черт. 4. 

и прямоугольного треугольника, которого бока назвали а, &, с, 
и пусть перпендикул АА Г проходит чрез вершину угла А . 
Проводим чрез этот перпендикул две плоскости: одну, которую 



10 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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назовем первой, чрез бок 5, а другую, которую назовем второй 
плоскостию, чрез бок с (черт. 5) [ 243 ]. 

Ведем во второй плоскости чрез вершину В угла П ((3) прямую 
ВВ ', параллельную с АА'. Третью плоскость ведем чрез ВВ' и 
чрез сторону а треугольника. 

Эта третья плоскость пересечет плоскость первую в прямой 
СС', параллельной с АА '. Воображаем теперь сферу, описанную 



С 

Черт. 5. 


Три прямые АА\ ВВ ', СС", 


около точки В как центра про¬ 
извольным полупоперечником 
менее чем а. Эта сфера пересечет,, 
следовательно, стороны а, с тре¬ 
угольника и прямую ВВ' в трех, 
точках, которые означим: 1-ю п> 
2-ю т, 3-ю к. Дуги большого* 
круга, которые происходят от пе¬ 
ресечения сферы с тремя плоско¬ 
стями, проходящими чрез В и 
которые соединяют точки тг, т, к 
по две, составят сферический тре¬ 
угольник прямоугольный в т, и 
которого бока будут шп = П(,3)‘ 
кт = П (с); кп = Н(а). Угол кпт 
сферического треугольника 
= П (&), а угол ктп = у [ 244 ]„. 
чи параллельными между собою > 


производят сумму трех 
плоскостных углов = 1 С. 
Отсюда следует, что 
третий угол ткп сфе¬ 
рического треугольника 
= П(а')[ а46 ]. 

Итак, всякому прямо¬ 
линейному прямоуголъ - 



Черт. 6. 


ному треугольнику, которого бока а, &, с с противоположными углами 
П (а), П(|3), у, отвечает треугольник сферический прямоугольный > 
которого бока П(|3), П(с), П (а) с противоположными углами П(а')> 
П(6), \ (черт. 6). 
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Построим еще прямолинейный прямоугольный треугольник, кото¬ 
рого перпендикулярные бока будут а', а, гипотенуза пусть будет д г 
пусть П (л) угол против бока а и П([х) угол против бока а'. 

Переходим от этого треугольника к сферическому, подобным 
образом как перешли от прямолинейного треугольника АВС 
к сферическому треугольнику Ъпп. Бока нового сферического 
треугольника (черт. 7) будут 

ПЫ, П(з0, П (а) 


с противоположными углами 

11(0, П(0, 1 Г 246 ]. 

В нем будут части соответственно равны частям сферического 
треугольника Тстп , потому что бока этого последнего были Т1(с) ѵ 
П(|3), П (а) с противо¬ 
положными углами 

п(б), п(0, 

Это доказывает, что 
эти два сферические 
прямоугольные треуголь¬ 
ники имеют гипотенузы Черт. 7. 

равные и один из прилежащих углов равный, а потому одина¬ 
ковы между собою. Отсюда следует 

= д = 3, Ъ = У. 

Итак существование прямолинейного прямоугольного треуголь¬ 
ника с боками 

а, о, с 

и с противоположными углами 



П(0, п(р), | 

предполагает существование прямолинейного прямоугольного' 
треугольника, которого бока а, а', (3 с противоположными углами: 

П(У), П (с), 

То же самое можно выразить, сказав, что если 

а, &, с, а, р 

части прямолинейного прямоугольного треугольника, то 

а, а', р, Ъ ', с 


10* 



148 


ПАНГЕОМЕТРИЯ 


будут соответственные части другого прямолинейного прямо¬ 
угольного треугольника. 

5. Если воображаем предельную сферу чрез точку А данного 
прямолинейного прямоугольного треугольника, которой сфере 
перпендикул АА' к плоскости этого треугольника служит осью, 
а точка А вершиною (черт. 5), то мы получим предельный сфе¬ 
рический треугольник от пересечения предельной сферы с тремя 
плоскостями, проведенными чрез прямые АА' , ВВ ', СО '. 

Означим бока этого предельного сферического треуголь¬ 
ника р, г таким образом, что р будет пересечение предель¬ 
ной сферы [с] плоскостью, которая проходит чрез а; ^ пересе¬ 
чением предельной сферы с плоскостью, которая проходит 
чрез &, и г пересечением сферы с плоскостью, которая про¬ 
ходит чрез с; углы против этих боков будут: П (а) против р , 
П(а') против д, — против г [ 247 ]. Согласно с вышепринятым озна¬ 
чением, здесь ц=.Іі(Ъ)\ г = Е(с). Предельная сфера пересечет пря¬ 
мую СО' в точке, которой расстояние от С будет, согласно 
с тем же означением, /*(&); подобным образом будет /*(с) расстояние 
точки пересечения предельной сферы с прямою ВВ' от точки В [ 248 ]. 
Легко видеть, что 

/* №) + /* (а)=Т (с) Г 249 ]. 

В треугольнике, которого бока предельные дуги р , д, г, будет 
р =г8ІпП (а); д = гсо8П(а). 

Умножая первое из этих двух уравнений на Е ГкЬ \ получим: 

рЕ Г{Ь) = г 8Іп П (а) Е Г(Ъ) ; 

по 

рЕ Г(Ь) = Е (а) [ 2б °], 

а следовательно 

Е(а) =г 8Іп П (а) Е Г{Ь) . 

Таким же образом будет 

Е(Ъ) =г8ІпП(р)^ Ла) . 

Вместе с тем д = гсо8П(а) или, что все равно: 

Е(Ъ) =гсо8ІІ(а). 
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Сравнение двух этих значений Е(Ь) дает уравнение 

созП(«) = віпП(р).Е Лв) ; (1) 

переменяя здесь а на Ъ', р на с и оставляя а без перемены, как 
это дозволяется после того, что было доказано выше, получим 

С 08 П (&') = 8ІП П (с) Е Па) [ 251 ] 

или, так как 

п(б)+п(У)=|; 

8ІП П (6) = 8ІП П (с) Е^ а \ 

Таким же, образом должно быть 

8Іп П (а) = 8Іп П (с) Е Г{Ъ \ 

Умножаем последнее уравнение на Е Па) и ставим сюда /*(с) 
на место і (а) -+-/’(&); так находим 

8Іп П (а) Е^ а) = 8Іп П (с) Е Г{С) . 

Но как в прямолинейном прямоугольном треугольнике перпен¬ 
дикулярные бока могут изменяться, тогда как гипотенуза остается 
та же, то можем в этом уравнении полагать а = 0 не переменяя 
с [ ш ] ; это дает, если к тому заметим, что ^(0) = 0 и П(0) = у, 

1 = 8Іп П (с) Е Г(С) 

или 

Е^ С) = — ТГГ-Г ДЛЯ всякой линии с. 

81П П (с) 

Теперь возьмем уравнение (1) 

С08 П (а) = 8ІП П (р) Е Па) 

и поставим сюда — * на место Е^ а) ] оно примет такой вид: 

ЗШ 11 \С1) 

С08П (а) 8ІпП (а) = зіпП (,3). (2) 

Переменяя здесь а, (3 на Ъ\ с, оставляя а без перемены, по¬ 
лупим 

8ІП П (&) 8ІП П (а) = 8ІП П (с). 

Уравнение (2) дает с переменой в нем букв 
сое П (|3) 8Іп П ( Ъ ) = 8Іп П (а). 

Если в этом уравнении {3, Ь, а переменяем на с, а', V , по¬ 
лучим 


сое П (с) С08 П (а) = С08 ПО). 


(3) 
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Таким же образом находим 

со8 П (с) сое П ([3) = сое И (а). (4) 

Уравнения (2), (3), (4) относятся к сферическому прямо¬ 

угольному треугольнику, которого бока вперед будем озна¬ 
чать а, Ъ, с и где А , В означим углы против боков а, 6, а 
против с. В сказанных уравнениях можем ставить а на место 
П((3), Ъ на место П(с), с на место П (а), у—И на место П(а); В 
на место П(&). 

Таким образом уравнения делаются 
8ІпА8Іпс = 8Іпа, 1 

С 08 Ъ 8ІП А = С 08 В , [ [* 263 ] . (5) 

С 08 а С 08 Ъ — С 08 с ) 

Уравнения (5) относятся к сферическому треугольнику, ка¬ 
ковой мо^сет быть произведен из прямолинейного прямоугольного 
треугольника и которого, следовательно, бока не могут превос¬ 
ходить у. Прибавим сюда, что если ведем чрез вершину угла А 
дугу большого круга перпендикулярно к боку Ь, то эта дуга 
встретит или бок а или его продолжение таким образом, что 
каждая из двух дуг от точки пересечения до стороны Ъ будет = у, 
я угол между этими дугами будет Ъ. 



Черт. 8. 


После сего не трудно заключить, что во всяком прямоуголь¬ 
ном сферическом треугольнике (АВС, черт. 8) если 

е < у, то должно быть а < у и А < у , 

•если с у у то должно быть а = у и А = у > 

с > у, то должно быть а > у и А > у; 


наконец если 


III. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 


151 


отсюда следует, что предположив а > ^ , надобно предположить 
вместе с тем с > —, А > ~. Если продолжаем в этом случае 
бока а, с по другую сторону бока Ъ до их взаимного пересечения, 
то получим другой сферический прямоугольный треугольник [АСВ], 
которого бока те— а, 6, от — с, а противоположные углы те — И, Д ^, 
треугольник, к которому применяются уравнения (5). Но уравне¬ 
ния (5) не переменяют своего вида, если здесь вставим те — а 
на место а, те — с на место с и те — А на место А. Это доказывает, 
что уравнения (5) относятся ко всем вообще сферическим прямо¬ 
угольным треугольникам [ 2б4 ]. 

Переходим ко всякому сферическому треугольнику, где бока 
а, &, с с противоположными углами А, Д (7, не предполагая между 
углами И, Д С прямого, потому что уравнения (5) доказаны для 
такого случая. 

Опускаем из вершины угла С дугу большого круга р перпен¬ 
дикулярно к боку с\ могут встретиться два случая: 1) Или пер¬ 
пендикуляр пройдет внутри тре¬ 
угольника, разделяя угол С на 
две части Д С — Д а также 
бок с на две части х против Д 
и с — х против С — В. 2) Или 
перпендикул р пройдет вне 
треугольника, присоединяя к 
углу С угол В и к боку с 
ДУ Г У -я- 

В первом случае (черт. 9) 
данный сферический треуголь¬ 
ник будет сумма двух сферических прямоугольных треугольников. 
В одном из этих двух треугольников бока будут р у х, ас про¬ 
тивоположными углами Д Д у, в другом бока р, с — а?, Ъ 
с противоположными углами И, С — Д Применяя сюда к пер¬ 

вому треугольнику уравнения (5), получим 

зіпяр = 8Іп а 8ІП Д 
8ІП х = 8ІП а 8ІП Д 
С08ЯР 8ІП В = С08 В , 

С08 X 8ІП В = С08 Д 

со&а = со&рсо&х. 


с 



(А) 
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Другой треугольник дает подобным образом: 


ЗІпр = 8ІП &8ІП А, 

8ІП (С х) = 8ІП Ъ 8ІП ( С П), 

008^9 8ІП (С - В) = С08 А , 

С08^ С08 (с — х) = С08 Ъ. 


(В) 


Сравнение двух значений 8Іп^? из (А) и (В) дает 


8шавіпВ=. еіп Ъ 8Ін А. 


( 6 > 


Последнее из уравнений (В) будучи разделено на последнее 
из уравнений (А) дает 



х = —^4- соі& о Г 2бб 1. 

° С08 а 8ш с ъ 1 - 1 

Между тем соединение второго с третьим 
и последним из уравнений (А) дает 

х = а сое В. 

Сравнение двух значений для Ып%х при¬ 
водит нас к уравнению 

С08 Ъ -С08 а С08 С = 8 ІП а 8 ІП С С08 В. ( 7 ) 


Если перпендикул падает вне данного сферического треуголь¬ 
ника, присоединяя таким образом дугу х к боку с и угол В к углу 
С (черт. 10), то произойдут как и прежде два сферические прямо¬ 
угольные треугольника. Бока одного из этих двух треугольников 
будутъ, х, а с противоположными углами тг — В , I), ; бока дру¬ 

гого треугольника будут р ) с-{-х, Ъ с противоположными углами 
А, С-\-В, Применение уравнений (5) к первому из этих тре¬ 
угольников дает: 


зіп р = 8ІП а 8ІП І?, 
8ІП X = 8ІП а 8ІП П, 

- С08 В = С08 р 8ІП П, 

С08 В = С08 X 8ІП В , 
С08Я = С08^ С08 X. 


> 


(0) 
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Второй треугольник, которого бока р, с-\-х, Ъ с противополож¬ 
ными углами А, (7+ і), дает таким же образом 

8ІП^ = 8ІП ЪвіпА, 

8 ІП ( С-\-Х ) = 8 І.П Ъ 8 ІП (С'+і)), 

С 08 А = 008^9 8 ІП (( 7 + 77 ), (В) 

С 08 (( 7 +Х)) = С 08 (с-\-х) 8 ІП А, 

С 08 Ъ = 008^9 СО 8 (С + ж). 

Сравнение двух значений для 8Іп^ из уравнений (С) и (В) 
снова дает уравнение (6). 

Из уравнений (С) и (В) находим 

*ап§ ^ = соі ё с - С08 °^. - [ 2б6 ] • 

Из уравнений (С) находим еще 

Ып§ х = — а соз В. 

Сравнение двух значений для 1ап§ х приводит нас снова к урав¬ 
нению (7), которое таким образом, как и уравнение (6), доказано 
для всех сферических треугольников вообще. 

Уравнение (7) с переменою в нем букв дает еще два сле¬ 
дующие: 

С08 а С08 Ъ С08 С = 8 ІП Ъ 8 ІП С С08 А , 

С08 С С08 а С08 Ъ = 8 ІП а 8 ІП Ъ С08 С. 

Умножая последнее уравнение на со8 6, присоединяя произведе¬ 
ние к первому и разделяя сумму на 8Іп&, получим 

С08 а 8 ІП Ъ = 8 ІП С С08 А + 8 ІП а С08 Ъ С08 С . 

Вставляя сюда значение 8Іпс 

8ІП С . 

8111 с = -—-г 81П а, 

ятп Л 7 


согласно с уравнением (6), потом разделяя на 8Іпа, получим 

соі^ап^ а 8Іп Ъ = со!ап§ А 8Іп С + соз Ъ сое (7. (8) 

Заменяя здесь зіпб его значением 


'зіп А* 


потом умножая уравнение на 8Іп А, получим 

С08 а 8 ІП В = С08 Ъ С08 С 8 ІП А -}- 8 ІП С С08 А , 
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откуда получим с переменою букв 

<308 Ъ 8 ІП А = С08 а С08 С 8 ІП В 4 - 8 ІП С С08 В . 

Исключение соз& из двух последних уравнений приводит нас 
к уравнению: 

С08 а 8 ІП В 8 ІП С = С08 В С08 С + С08 А (9) 

Уравнения (6), (7), (8), (9) те же, какие обыкновенно дают 
в сферической тригонометрии и которые доказывают помощию 
обыкновенной геометрии. Итак сферическая тригонометрия остается 
в том же виде, будет ли допущено предположение, что сумма 
трех углов в прямолинейном треугольнике всегда равна те или 
предположению, что она <те; это весьма замечательно в отноше¬ 
нии к сферической тригонометрии, но не подтверждается для 
тригонометрии прямолинейной. 



IV. РАЗЫСКАНИЕ ФУНКЦИИ И (*) 

6. Прежде нежели приступим к выводу уравнений, которые 
выражают в пангеометрии зависимость боков и углов всякого 
прямолинейного треугольника, мы займемся исследованием, какова 
должна быть функция П ( х ) для всякой линии х. С этой целью 
рассматриваем прямолинейный треугольник, которого бока а, &, с 
с противоположными углами П (а), П(3), продолжаем бок с за 
вершину угла П ([3) и делаем продолжение равное [3. 

В конце линии (3 (черт. 11) ставим перпендикул [2)2)'], который 
и будет параллельный с боком а и с продолжением [ВВ'] этого 
бока за вершину угла П(^). Ведем еще чрез вершину угла П (а) 



параллельную [АА/] к тому же продолжению бока а. Угол, ко¬ 
торый эта прямая делает с боком с, будет П(с + [3), угол, кото¬ 
рый она делает с Ъ , будет П (&) [ 2б7 ]. Таким образом составится 
уравнение 

П(6) = П(с + Р)+П(ое). (П) 

Если линию (3 кладем от вершины угла П (|3) на самый бок о 
(черт. 12) и к линии (3 ведем в конце [2)] перпендикул [2)2)'] 
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[к] стороне угла П(|3), то эта прямая будет параллельною к про¬ 
должению а [т. е. к СО'] за вершину прямого угла. Ведем чрез 
вершину угла П (а) параллельную [АА'] к последнему перпенди- 
кулу, которая будет следовательно также параллельна ко вто¬ 
рому [ 2б8 ] продолжению [ СС '] бока а, делая угол П(е — (3) с бо¬ 
ком е, а П (Ъ) с боком Ъ\ итак 

П (Ь) = П (с — Р) — П (ос). (П'> 

Легко увериться, что это уравнение справедливо не только для с 
более (3 [ 2б9 ], но также для с = р и с<[3. Действительно, если с = р 
(черт. 13), то П (с — р) = П(0)=^; с другой стороны, перпен- 
дикул [АА'] к с чрез вершину 
угла П (а) делается параллельным 
к а, откуда следует, что П (6) = 

= -% — П(ос), что согласно с нашим 


Черт. 13. Черт. 14. 

уравнением. Если с < р (черт. 14), то конец [_0] линии р упадет 
за вершину угла ГГ (ос) на расстоянии (3 — с от вершины; перпен- 
дикул [1)1)'] к р в конце [В] этой линии будет параллелен с а 
[ВС'] и с прямой [АА'], проведенною чрез вершину угла П(ос) 
параллельно к а; откуда следует, что два смежные угла, которые 
эта параллельная делает с боком с, острый равен П (р — с), а тупой 
равен П (ос) -{-П (&). Сумма двух смежных углов составляет те, сле¬ 
довательно 




П(Р —с) + П(а) + П(6) = тг 
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или 


П(6) = * — П(р — с) — ПО). 

Но согласно с определением функции П (х) 

* — П(р — с) = П(с — ?), 

после чего 

П(Ь)=П(с — ?) —П(«), 

— то же уравнение, какое было найдено выше и которое таким 
образом доказано для всех случаев. 

Два уравнения (П) и (ІГ) могут быть заменены еще такими: 

П(6) = ІП(в + Р)+7ІІ(с — Р), 

П(«) = ІП(С+Р)—іп(в— Р); 
но уравнение (3) дает 

С0 8П(С)=— 

4 ' С08 II (а) 

Вставляя в это уравнение на место П (Ь) и П (а) их значения, 
находим: 

с08 {т П(с + Р) + І П(с —Р)| 


С08 П (с) = 


С0 8 (ІП(С-Р)-ІП( С + 


Из этого уравнения мы выводим следующее: 

•іап& 2 у П (с) = іап§ у П (с — Р) ѣапд у П (с Р). 

Так как линии с, р могут изменяться независимо одна от дру¬ 
гой во всяком прямолинейном прямоугольном треугольнике, то 
полагая постепенно в последнем уравнении с = р, е = 2|3, с = 3[3, ..., 

■с = п$, мы выводим из этих уравнений ['для всякого целого поло¬ 
жительного числа п 

— П (с) = ѣапд П (пс). 

Легко доказать справедливость этого уравнения для чисел п 
отрицательных или дробных. Отсюда следует, что взяв за единицу 
прямых линий такую, которая дает: 

*апд уП(1) = е-\ 

где е основание неперовых логарифмов, получим для всякой 


іап§ П {х) = е~ 


линии х 
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Это выражение дает П (х) = тс для х = О, и П (х) = 0 для 
х = со, П(Ѵ) = тс для х — — со, согласно с тем, что было принято 
и доказано выше. 

7. Значение, найденное для Ып§~И(х), дает для всякой ли¬ 
нии х 

8ІП П (ж) = - ■ ? ■ _ , С 08 П (Ж) = в ~ в _ ж 

е х -\-е х е х -)-е х 


и для двух произвольных ЛИНИЙ X , у 


8 ІП П (х + у) = 


8 Іп П (ж) 8Іп П ( у) 

1 С08 П ( Ж ) С08 П (у) ’ 


8 ІП П (х - у) = 


8ІП П ( Ж ) 8ІП П (у) 

1 — С08 П (ж) С08 П (у) ’ 


С08 П (х-\-у) = 


С08 П (ж) -|- С08 П (у) 
1 + С08 П (ж) С08 П (у) ’ 


С08 П (х — у) = 


С 08 П(а>) — С 08 П(у) 

1 — С08 П (ж) созП (у) ’ 


ІапдП (х-\-у) 


8ІП П (ж) 8ІП П (у) 
С08 П (ж) -(- С08 П (у) * 


\ г 261 ] 



V. УРАВНЕНИЯ, СВЯЗЫВАЮЩИЕ СТОРОНЫ И УГЛЫ 
ВСЯКОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 


8. Уравнения (2), (3), (4), найденные для сферических прямо¬ 
угольных треугольников, относятся также 4 к прямолинейному пря¬ 
моугольному треугольнику, которого бока а, &, с с противополож¬ 
ными углами П(а), П(|3), Итак, поставляя А на место П(а), 
В на место П(,3), получим для всякого прямолинейного прямо¬ 
угольного треугольника, которого бока а, 6, с, и где А угол про¬ 
тив а, В угол против Ъ и угол противъ, следующие уравнения: 

зіп П (а) С08 А = 8 ІП і?, | 

С 08 П (с) С 08 А = С 08 П ($), 1 [’ 262 ] (10) 

С08 П (с) С08 В = С08 П (а). ] 

К этим уравнениям присоединим еще следующее, которое 
.также было доказано выше: 

8Іп П (а) зіп П ( Ъ) = 8Іп П (с). (11) 

Первое из уравнений (10) с переменою в нем букв может быть 
еще написано так: 

8 ІП П (Ь) С 08 В = 8 ІП А. 

Вставляя сюда значение созі? из третьего уравнения (10), по¬ 
лучим: 

8 ІП П (Ъ) С08 П (а) = 8 ІП А С08 П (с). 

Исключая из этого уравнения эіп П (6) помощью уравнения (11) 
получим: 

1ап§ П (с) = 8Іп А 1ап§ П (а). (12) 

9. Пусть теперь а, 6, с будут бока вообще какого-нибудь прямо¬ 
линейного треугольника, потом И, Д С углы против этих боков. 
Опускаем перпендикул р из вершины угла С на бок с. Если р 
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упадет внутри треугольника (черт. 15) и разделит угол С на два 
угла I) я С — I) я бок с на две части: х против і), с — х против 
@—-А то произойдут два прямолинейные прямоугольные тре¬ 
угольника. В одном бока будут р, ж, Ъ с противоположными 

углами А, і), в другом бока 
будутъ, с — х,а с противополож¬ 
ными углами Д с-вЛ г .При¬ 
менение уравнения (12) к пер¬ 
вому из этих двух треугольников 
В Дает: 

1ап§ П (Ь) = 8Іп А 1ап§ П (р). 

Второй из этих двух треугольников дает таким же образом: 
1ап§ П (а) = віп В 1ап§ П (р); 

откуда заключим: 

8Іп АЫп§П(а) = 8ІпІ?іап§П (&). (13) 



Применение уравнений (10) и (11) к первому из двух тре¬ 
угольников дает: 

СС 8 П (Ъ ) С08 А = С08 П (х), 

8ІП П (х) 8ІП П (р) = 8ІП П ( Ъ ). 

Второй треугольник дает: 

8ІП П (р) 8ІП П (с — х) = 8ІП П (а). 

Вставляя в это последнее уравнение на место 8ІпП(с — х) его 
значение, взятое из общей формулы, найденной выше для 
віп П (х — у)у получим: 

8 ІП П (а) _ 8ІП П (с) 8ІП П (х) 

8 ІП П (р) 1 -С 08 П (с) С 08 П ( X ) } 


откуда мы выводим, вставляя 

8ІП II (р) 


8ІП П (Ь) 
8ІП П ( X ) ’ 


С08 П (х) = С08 П ( Ь) С08 А , 


следующее уравнение: 

1 тт /Ъ\ -ГГ / \ А 8ІП П (Ь) 8ІП II (с) ,„ 1Ч 

1 — С08П(Й)С08П(С)С08^1=- — ві ѵ пП (а) (14) 

Уравнения (13), (14) поверяются сами собой для А~^, когда 
перпендикул • р совпадает с боком &, потому что в этом случае 
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уравнение (13) делается уравнением (12), а уравнение (14) пере¬ 
ходит в уравнение (11) [ 263 ], уравнения доказанные для всякого 
прямолинейного прямоугольного треугольника. 

Если перпендикул р падает вне треугольника на продолже¬ 
ние бока с (черт. 16), прибавляя линию х к боку с и угол I) 
к углу (7, то образуются два прямоугольные треугольника. Бока 
одного будут р, ж, Ъ с противоположными углами (те— А), I), у, 
бока другого будут р , с-\-х, а с противо¬ 
положными углами Д С+Д Применение 
уравнения (12) к первому из этих двух тре¬ 
угольников дает: 

1ап& П (&) = 8Іп А іап& П ( р ). 

Из другого треугольника мы выводим таким 
же образом: 

1ап& П (а) = 8Іп В 1ап§ П (р ). Черт. 16. 

Исключая 1ап& П (р) из двух последних уравнений, снова на¬ 
ходим уравнение (13). Применение уравнений (10) и (11) к пер¬ 
вому из двух треугольников дает: 

— сое П ( Ъ) С 08 А = С08 П ( х ), 

8ІП П ( Ъ ) = 8ІП П (х) 8ІП П (р). 


с 



Из второго треугольника мы находим таким же образом: 

8ІпП (а) = 8ІпП (р) зіпП (с-\-х). 

Заменяя в этом уравнении еіп П (с х) его значением, взятым 
из общей формулы, найденной выше для 8ІпП (# + 2 /), получим: 


Вставляя сюда 


зіп П (а) _ 8Іп П (с) з іи П (ж ) 

8 ІП П (р) 1 -{- С08 П (с) С08 П (ж) 


8ІП П (р) 


8 ІП П (Ъ) 
8 ІП П (ж) ’ 


получим: 


С 08 П (х) = — С08 П ( Ъ ) С 08 А, 

8Іп П (а) __ зіп П (с) _ 

8 ІП П (&) 1 — СО 8 II (Ь) С08 П (с) С08 А 9 


уравнение тождественное с уравнением (14). 

Таким образом, уравнения (13), (14) доказаны для всякого 
прямолинейного треугольника* 


11 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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Уравнение (14) с переменою букв дает: 

. тт/\ тт/\ -Г) зіп П (с) 8 ІП П (а) 

1 — С08 П (с) С08 П (а) С08 В =- : гт/и\ ' 

4 7 47 8ШП(6) 

Умножая это уравнение почленно на уравнение (14), получим: 

1 — С 08 П (с) С 08 П (а) С 08 В — С 08 П ( Ъ ) 008 П ( с) 008 А + 

008 П (а) 008 П (6) С 08 2 П (с) 008 А 008 В = 8ІП 2 П (с) 

или: 

С08 2 П (с) — 008 П ( С ) 008 П (а) 008 В — 008 П (Ъ) 008 П (с) С08 А + 

+ 008 П (а) 008 П (Ъ) С 08 2 П (с) С 08 А 008 В = 0. 

Откидывая от этого уравнения общий множитель созП (с), получим: 

008 П (с) — 008 П (а) 008 В — 008 П ( Ъ ) 008 А + 

+ 008 П (а) сое П (6) сое П (с) сое А сое В = 0. 


Таким же образом находим: 
сое П (а) — сое П (Ъ) сое С — сое П (с) соз В + 

+ 008 П (а) 008 П (6) 008 П (с) 008 В 008 (7=0. 

Умножаем это уравнение на сое А и вычитаем произведение 
из произведения предыдущего уравнения на сое (7, получим: 

сое П (а) {со8 А -I - сое В сое С} =со8П (с) {со8 (7+соз А созБ}. 


Возвышая обе части этого уравнения в квадрат и разделяя 
потом на сое 2 П (с) , оно примет следующий вид: 

{сое А + сое В со8 (7} 2 = {сое (7+ сое А со8 Б} 2 . 

Между тем уравнение (13) дает [ 2б4 ]: 

С082 П (с) = 1 8 Іп 2 С * ап & 2 П («) • 

Если мы в предпоследнее уравнение вставим вместо 
его значение из последнего уравнения, то получим: 

о тт / \ і ЗІП 2 А . о гг / ч Г С08 С 4- С08 А С08 В 1 2 

сое 2 П (а) + -.- 0 - / 7 зіп 2 П (а) = - -г~- - ^ ъ , 

4 7 1 81П 2 С 4 I С08 А 4- С08 В С08 С ) 


С08 2 П (с) 


потом: 


■+< 

8Іп 2 А \ _ зіп 2 В (зіп 2 С — 8ІП 2 А) 

СО8 В С08 О) 2 • 


• ОТТ / \ ( -I ЗІП 2 А\ ЗІП 2 В (81ГІ 

ЯП» П (а) {1-^} = -^^: 


Разделяя это уравнение на 8Іп 2 (7 — 8Іп 2 .А и извлекая корень 

квадратный, находим: 

. -гг / \ зіп В 8ІП С 

8іп П (а) = -г—7- ъ—п 

4 7 С08 + А С08 В С08 С 
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без обоюдности в знаках, потому что члены последнего уравне¬ 
ния оба положительны. Действительно П (а) < ^ ; В <тг; С < те, 
откуда следует, что синусы этих углов положительны, потом: 

С08 А + С08 {В-\- С) = 2С08-^ (А (7) С08 \-(В-\-С — А), 

но + (7 < тс, следовательно со8-^- С) положителен, 

так же, как созу (В С — А)\ прикладывая к обоим членам по¬ 
следнего уравнения положительное число 8Іпі?8Іп(7, находим: 
сое А -)- сое В сое С > 0. Итак во всяком прямолинейном треугольнике: 

А . -Г) п ЗІП в 8ІП С , „ м . 

С08 А -4- С08 В С08 С = .- Ѵ7/ ч . (15) 

1 8іп П (а) 4 ' 

Умножение уравнения (14) почленно на следующее уравнение, 
которое отсюда происходит с переменою букв [ 265 ] 

1 - соз П (а) сов П (Ь) соз О = ™ (16) 

дает 

{1 С08 П (а) С 08 П ( Ъ ) С 08 С) {1 — созП (Ь) С 08 П ( с ) С 08 .А} = 8ІП 2 П (6), 

которому после сделанного умножения можно дать следующий вид: 

соз 2 П ( Ъ) — сое П (а) соз П (6) сое С — соз II ( Ъ ) соз П (с) соз А 

+ С 08 2 П ( Ъ ) СОЗ П (а) С 08 П (с) С 08 А С 08 (7 = 0 
или, разделяя на созП(&), 

СОЗ П(й) — С 08 П (а) С 08 С -С 08 П (с) С 08 А -)- 

+ С08 П (а) С08 П ( 6 ) С08 П (с) С08 А С08 (7 = 0 . ( 17 ) 

Но мы находим, согласно с уравнением ( 13 ) [ 266 ], 

П / Ч 8ІП ГТ (с) 8 ІП С , тт / \ 

(«) = - ІЬІ - соѣапд П (а); 

в этом уравнении мы можем вставить вместо зіпП(с) его значе¬ 
ние, взятое из уравнения (16); получим: 

соя ТТ <70 = 8ІП П (Ь) С08 П (а) 8Іп С 

{1 — С08 П (а) С08 П (Ъ) со8 С } 8ІП А в 

Вставляя это значение созП(с) в уравнение (17), получим: 

соіап^ А віп С віп П (Ъ) -|- сов С = ^ ^ . (18) 

Соединяем уравнения (13), (14), (15) и (18), которые выражают 
зависимость углов и боков всякого прямолинейного треугольника, 
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таким образом, чтобы облегчить их применение: 

8Іп А іап^ П (а) = зіп В 1ап§ П (Ъ) , 

1 - С08 П (, Ъ) С08 П (в) С08 А = ! іаП (^ П («) 

Ѵ ' 8111 П (а) ’ 

\ . -г-) 8ІП ТВ 8ІП С 

С08 А С08 В С08 С = — . — 7 . , 

8 іп П (а) ’ 

соіап^ А 8Іп С 8Іп П (Ъ) 4 - сов С = 008 ^ ^ . 

° V / I С08 П (а) 


(19) 


С этими уравнениями пангеометрия переходит в Аналитику 
й таким образом составляет особенную полную геометрическую 
теорию; уравнения (19) служат для представления кривых линий 
уравнениями между координатами их точек, для вычисления дли¬ 
ны и площадей кривых, поверхности и объема тел, как я пока¬ 
зал это в ученых записках Казанского Университета за 1829 год. 


10. Выше было замечено, что пангеометрия переходит в обыкно¬ 
венную геометрию с предположением линий чрезвычайно малых. Те¬ 
перь мы можем поверить это заявление. Для всякой линии х чрезвы¬ 
чайно малой можем довольствоваться приближенными значениями: 

соіап^ П (х) = х , 

8ІП П (х) = 1 — ^ х 2 , 

С08 П (х) = X. 

Если мы рассматриваем бока в треугольнике как бесконечно 
малые первого порядка, и если мы пренебрегаем бесконечно ма¬ 
лыми величинами далее второго порядка, то уравнения (19) после 
вставления приближенных значений 8ІпП(а), 8ІпП(6) и проч. 
примут следующий вид: 

Ъ 8 Іп А = а 8 Іп В , 
а 2 = — 2 Ъс сое А , 

С08 А 4- С08 (і? + С) = 0, 
а 8 Іп (А -|- С) = Ъ 8 Іп А. 

Первые два из этих уравнений известны в обыкновенной три¬ 
гонометрии. Последние два дают 

А + В-А-С^ 



VI. НАЧАЛА АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. 

ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ И ДУГИ ПРЕДЕЛЬНОГО КРУГА 

11 * Чтобы дать пример, каким образом кривые линии опреде¬ 
ляются помощью координат их точек, называем у перпендикул, 
опущенный от точки на круге (черт. 17) к одному из его непо- 



а) 5) 


Черт. 17. 

движных поперечников, которого величину означаем 2г, следова¬ 
тельно под г разумеем полупоперечник круга. 

Назовем еще х часть этого поперечника от центра до перпен- 
дикула у (черт. 17, а). Применение уравнения (11) к прямоуголь¬ 
ному треугольнику, которого бока ?/, г, дает 

8 ІП П ( х ) 8 ІП П ( у ) = 8 ІП П (г), (20) 

что и составляет уравнение пру га между прямых перпендикуляр¬ 
ных координат а?, у. 

Если мы считаем х от конца поперечника в круге (черт. 17, б), 
то уравнение (20) примет вид: 

8 ІП П (г — х) 8 ІП П (у) = 8 ІП П (г) 
или, что все равно: 

2{е г -\-е- г ) = (ег-х + е-г+х) (еУ-\-е~У). 


[20'] 
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Если мы разделяем это уравнение на е г и если потом поло¬ 
жим г = оо, то получим уравнение для предельного пруга 

2 = (еУ + е-У) е~ х 

или 

8 Іп П (у) = 1ап§ у П (#). [20а] 

Из определения предельного круга следует, что две оси пре¬ 
дельного круга, проведенные чрез концы одной хорды, бывают 
наклонены к этой хорде под равными углами, свойство, которое 
может быть принято за определение предельного круга, и от¬ 
куда можно тоже вывести уравнение этой кривой, рассматривая 



треугольник (черт. 18), которого бока ж, у и хорда 2 а предель¬ 
ного круга. Углы этого треугольника будут: П (а) — П (у) против х , 
П (а) против у и у против 2а. Согласно с уравнениями (10), (11), 
в этом треугольнике будет: 

8Іп П (х) 8Іп П (у) = 8Іп П (2а), 

8Іп П (х) сое {П (а) — П (у)} = зіп П (а), 

8Іп П {у) сое П (а) = 8Іп {П (а) — П (у)} [ 267 ] . 

Последнее уравнение дает: 

2 1ап§ П (у) = іап& П (а), (21) 

а первое уравнение может быть написано так: 

8ІП П (*) 8ІП П (У) = 1 + сОТ Й • 
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Вставляя в это уравнение вместо 8Іп 2 П (а), 1 + сов 2 П (а) их зна¬ 
чения, выраженные посредством 1ап§ 2 П(а), и вводя сюда значе¬ 
ние іап^ 2 П(а) из уравнения (21),* находим: 


потом 


8 ІП П ( х) 8ІП П (у) 
8 ІП П (х) = 


_ 2 п (у) 

■ 1 + 21ап§ап(у) 

2 8Іп П ( у ) 

1 +8ІП2П (у) 9 


[268], 


откуда выводим: 


2 С08 2 і П (ж') 
2 ѳіп 2 П (ж') 


{1 4~ 8 * п Д (У)} 2 Г269] 

1 8 іп 2 П (у) 1 - 1 ’ 

<1 — 8ІП П (у)>2 
1+8ІП2П(У) * 


Разделяя последнее из этих уравнений на предпоследнее и 
извлекая квадратный корень, получим: 


іап§ ~ П (ж') 


1 8ІП П ( у ) # 

1 8ІП П (у) ’ 


отсюда 

1 — іап§ у П (ж') 

віпП(у) =- т -. 

1+1апеуП(ж') 


Второй части этого уравнения можно дать еще вид: 

С08 у П (ж')- 8ІП у П (Ж') 

С 08 у П (ж') + ЗІП у ГТ (ж') 


ЗІП {І-7Г — 


8ІП у П (ж) 

Г 1 

С08 |у 71 — 

і п -И ’ 

С08 у П (ж) 


Іап^ у П (я )! 


а следовательно 

8 Іп П (?/) = 1ап& |п(ж), [20а] 

как найдено было выше, 

12 . Чтобы дать пример как вычисляется длина кривой линии, 

ищем длину окруэюности круга, которого полупоперечник г. Ведем 

2тс 

два по лупоперечника, которых угол при центре пусть будет -у-, 
где и означает целое число. Опускаем от конца одного из 
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лолупоперечников перпендикул р на другой полупоперечник 
(черт. 19) , Произведение цр будет тем менее разниться с длиною 
окружности, чем число п более* 

Прямоугольный треугольник, где р один из катетов, г гипоте¬ 
нуза, а ^ угол против р, дает (уравнение 18): 



Черт. 19. п — е* 1 *) = 2»р 


с точностию тем большею, чем число п более, а следовательно р 
енее. После чего длина окружности [радиуса] г 

= пр = 2тг соі§ П (г) 

или длина окружности [радиуса] г [равна] тс (е г — е~ г ); это дает 
для г чрезвычайно малого л а } 

числа длина окружности г 
= 2тсг, как в обыкновенной 
геометрии. 

Определяем еще дугу 
8 \ОА\ предельного круга 
(черт. 20) посредством ко¬ 
ординат: у перпендикула 
[ОС] , опущенного от одного 
конца [О] дуги § на ось, 
проведенную чрез другой 
конец [ 2, °], а х часть [АС] 

Черт. 20. 

этой оси между верши¬ 
ною и перпендикулом у . Пусть с — хорда [0-4] дуги $, пусть также 

1 1 і ЛуГ 

с ѵ с 2 , и т. д.—хорды дуг у 5 , ■^■8, -^-8,... Мы доказали выше 
(уравнение 21), что: 

соѣ§ П (у) = 2 со*§ П (у с). 
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Подобным образом будет: 

со*ё н(-| с) = 2 п(| , 

соі% П (у с і) = 2 соѣ § П (4 е2 ) ’ 
со*§ П ^4 Й2 ) = 2 со *& П (т с ®) 

и вообще для всякого числа п положительного и целого 

со*§ п(і с п _ г ) — 2 со*& П с^І . 

Откуда заключаем: 
со!& П (у) = 2 п+1 со!& П ^ с^І . 

Если п число весьма великое 
и следовательно с п число весьма 
малое, получим: 

2 И+1 со*& П (і с = 2 п с п [ 2 ‘ 1 ]. 

Но 

2 п С п = 8 для п — оо, 
откуда следует, что 

§ = со*§П(у). (22) 

Определяем еще дугу § пре¬ 
дельного круга (черт. 21) помо- 
щию і [ 27 * 2 ], части касательной [01)], проведенной к предельному 
кругу в вершине [О] оси [00'\ чрез конец дуги § между точкой 
прикосновения и точкой [В] пересечения касательной с осью 
чрез другой конец дуги $, т. е. определяем функцию В(і). В тре¬ 
угольнике, где бока с, ?(і) с противоположными углами'П(^) у 
те — П (4* 0 ) ’ 4* 71 — П (-і- с) , находим, применяя сюда уравне¬ 
ние (13) [’ 273 ] 

8 Іп П (^) Іап^ П (с) = зіп П ^ 1ап§ П (^); 
но мы видели (уравнение 21), что 

П с) — 21;апд П (у), 
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к чему прибавим еще замечание, что [ 274 ] 

8ІП 2 П 

ѣап§ П (с) =- ТТ \ • 

2 С 08 П (-2 е ) 

После чего 

С 08 Л(І) =2 СОІ& П , 
т. е. вследствие уравнения (22) [ 276 ] 

совП(*) = * = Х(*). [22а] 


13. Уравнение прямой линии довольно сложно, если это урав¬ 
нение должно быть общим и относится ко всякому положению 
прямой в отношении к осям координат. Опускаем из определен¬ 


ной точки на данной прямой пер- 
пендикул а (черт. 22) к оси х 



и называем і угол, который этот 
перпендикул делает с прямой. 
Называем еще у перпендикул, опу¬ 
щенный к оси х из другой точки на 
данной прямой. Пусть I расстоя¬ 
ние второй точки от первой, и пусть 
сбудет часть оси а? между двух пер- 
пендикулов. Ведем прямую г от 


вершины а до конца у\ составятся два треугольника: 1) прямоуголь¬ 
ный, которого бока а, а?, г с противоположными углами А, X, у, 
2) с боками у,г,1 с противоположными углами Ъ — X, (7, у — А . При¬ 
менение уравнений (10), (11) к первому из этих треугольников дает: 


8 ІП П ( х ) 8 ІП П (а) = 8 ІП П (г), 

8 ІП П (х) С08 X = 8 ІП А , 

8 ІП П(а) С 08 А — 8 ІП X, 

С08 П (г) С08 А = С08 П (Ж), 

С 08 П (г) С 08 X = С 08 П (а). 

Из этих уравнений выводим: 

ѣап^ А = ѣанд П (ж) еоз П (а), 
ѣапд П (г) = 1;ап§ П (ж) віп П (а) еоз А, 
4ап§ X = іап& П (а) соэ П (ж), 

С08 П (ж) = С 08 П (г) С 08 А, 
зіп X = 8Іп П (а) сов А [ 376 ]. 


[22Ъ] 


VI. НАЧАЛА АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 


171 


Применение последнего из уравнений (19) ко второму тре¬ 
угольнику дает: 

соіё (і — X) С08 А 8 ІП П (г) + 8 ІП А = , 


откуда следует, что: 


<308 П (у) = 


■ут / \ __ соз П (г) _ 

С08 'У' со (Ь — X) соз А зіп П (г) зіп А 


соз П (г) (іап§ Ь — іап^ X) 


[• 277 ]. 


{1 -{- іап§ Ь X} соз А зіп П (а) зіп П (ж) зіп А {йаіц* Ь — іап§ X} 
Вставляя в это уравнение на место Іап^Х его значение, полу¬ 


чим 


РЛЧ ТТ (іЛ —_ соз П (г) {Ьп§ Ь — Ьап§ П (а) соз П (ж)> _ 

\У) {1 + Іап^ Ь 1ап§ П (а) соз П (ж) У соз А зіп П ( а ) зіп II (ж) 

+ зіп А {1ап§ Ь — 1ап§ П (а) соз Л (ж) ). 

Вставляем в это уравнение вместо созП(г) его значение, мы 
находим после всех приведений, что: 

сое П ( у ) = — зіп II (а) ооЬ§ П ( х ) соіё I; Г 378 ] • (23) 

Если прямая параллельна с осью х, то і = П (а) и уравне 
ние (23) примет вид: 

= Р 3 *] 

соз П (у) = соз П (а) е~ х [ 279 ]. (24) 

Если называем $, з' длину двух дуг предельного круга, заклю- 


или 



ченных между осью х и прямой с ней параллельной (черт. 23), 
и при том из которых дуг первая касательная к а в основании, 
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а вторая касательная к у в основании, то получим согласно с тем, 
что было доказано [ 280 ] 

§ = сов И(а), 

8 Г = С 08 П (?/), 


после чего 


з* = зе~ х ^ 


где х расстояние между двух дуг $ и з '. Это уравнение показы¬ 
вает, что постоянное X, введенное выше, чтобы означить содержа¬ 
ние двух дуг предельного круга 
между двумя параллельными, дуг, 
которых расстояние равно единице, 
равняется е, т. е. основанию Неперо¬ 
вых логарифм [ов] Р 81 ]. 

Если в уравнении (23) положим 
а = 0 и если ставим тг — X на место X, 
то получим: 

созП(у) — соІ&П (ж) соі&і; [24а] 



это уравнение принадлежит прямой линии, которая проходит 
чрез начало координат аз, делая угол — Ѣ с осью х (черт. 24), 
что согласуется с уравнением (10)’ [ 282 ]. 



VII. УРАВНЕНИЯ, СВЯЗЫВАЮЩИЕ ЭЛЕМЕНТЫ 
ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКА С ТРЕМЯ ПРЯМЫМИ УГЛАМИ, 

И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 

14. Рассматриваем четыреугольник (черт. 25), которого два 
бока а, у перпендикулярны к третьему боку х. Пусть с будет 
четвертый бок, а ф угол между а и с, тогда как угол между 
с л у прямой. Проводим диагонал г из вершины угла ф к вер¬ 
шине противоположного прямого угла. Этот диагонал делит четы¬ 
реугольник на два прямоугольные треугольника; бока одного 



из этих треугольников будут а, х, г с противоположными угла¬ 
ми -А, X, ^, бока другого у, с, г с противоположными угла- 

ми <р — X, ~2 А, у. 

Применение уравнений (10), (11), (13) к первому из этих тре- 
угольников дает: 

8Іп П ( г ) = зіп П (а) 8ІП П (#), 

8Іп А 1ап§ П (а) = эіп X іап^ П (х ), 

С 08 П (г) С 08 А = С 08 П (#), 
сое П (г) со8 X = сое П (а ); 


(От) 
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(Н> 


второй треугольник дает таким же образом следующие уравнения; 
8ІП П (у) 8ІП П (с) = 8ІП П (г), 

8ІП П (у) С08 (сР X) = С08 А, 

С08 П (г) С08 (® — X) — С08 П (с), 

С08 П (г) 8ІП А = С08 П (у). 

Уравнение (12), приложенное к первому треугольнику, дает: 
Іапд П (г) = 8Іп X іапд П (ж), 

1ап§ П (г) = зіп А 1ап§ П (а), 


(К> 


тогда как применение того же уравнения ко второму треуголь¬ 
нику дает: 

іап^П(г) = 8Іп(<р — Х)1&п%П(у), 1 

ѣап^П (г) = сое Аі&пзТІ (с). ) ' * 


Вставляя во второе из уравнений (К) на место 8Іп П (г) его* 
значение, взятое из уравнений (От), находим: 


С08 П (г) 


зіпП (ж) сое П ( а ) 
8ІП А 


Вставляя это значение со8П(г) в последнее из уравнений (Н),. 
получим: 


С08 П (у) = 8ІП П ( X ) С08 П (а). 


(25 > 


Разделяя почленно последнее из уравнений (Н) на третие из- 
уравнений (6г), получим: 

и™ А — 008 п (У) . 

гап 8 А С08 п » 


вставляем в это уравнение на место со8П(?/) его значение из (25): 
будет: 

1ап§ А = іап§ П (х) сое П (а). 


Деление второго из уравнений (От) на последнее из этих же- 
уравнений почленно дает: 

іап# X П (ж) зіп А іап§ П (а) 

сое П (г) сое П (а) 

Вставляя в это уравнение на место 8ІП.А его значение, взятое- 
из последнего в уравнениях (Н), получим: 

Заменяя в этом уравнении созП (у) его значением, найденным, 
выше, получим: 


іап^Х = сое П ( х) ѣап^П (а). 
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Соединение [* 283 ] второго из уравнений (Н) с первым из уравне¬ 


ний (Ь) дает еще: 

іап^ (<р — X) 


Ъап§П(у) __ 1ап§П(г) 
8ІП П (; у ) С08 А 


или 


іап§ (ср— X) 


__ соз П (у) 1ап§ П (г) 
~~~ рпя А 


а если мы вставим значение іап§ П (г) из второго в уравне¬ 
ниях (К), то получим: 

(ср — Х) = іап§ А П (а) соз П (у ). 

Это уравнение, когда сюда поставятся на место іап^А,іап^Х 
их значения, найденные выше, примет следующий вид: 


1ап§ ср = 


1ап§ П (а) 
соз П (ж) 


(26) 


Это уравнение показывает, что х всегда возможно, покуда 
угол <р больше П (а) и менее у, или 

я — ®>П(а); П —?<у. 

Значение сое П ( х ) положительно, если 


у><р>П(а) 


и линия х следовательно тоже положительна. 

Но если у > тг — ср>П(а), то значение соеІЦ#) делается отри¬ 
цательным и линия х лежит по другую сторону перпендикула а . 

Это доказывает, что если две прямые линии, лежащие в одной 
плоскости, не встречаются, как бы далеко не продолжались, не 
будучи однако ж параллельными, то они обе бывают перпенди¬ 
кулярны к одной прямой; всякие две прямые линии, которые г 
находясь в одной плоскости, ни параллельны ни перпендикулярны 
к одной прямой, должны необходимо пересекаться. 


15. Прямые линии в одной плоскости пересекаются взаимна 
по достаточному продолжению, если угол между одной прямой 
и перпендикулом из произвольной ее точки, опущенный на дру¬ 
гую прямую, менее нежели угол параллельности, который соот¬ 
ветствует длине этого перпендикула. С помощию последних пред¬ 
ложений можно значительно упростить общее уравнение прямой 
линии (23) в случае, когда прямая, к которой относится уравне¬ 
ние, не пересекает оси х . 
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Пусть а будет перпендикул, опущенный к оси х из точки 
постоянной, но произвольной на данной прямой. Пусть X тот из 
двух углов между прямой и этим перпендикулом, который лежит 
на стороне х-ов положительных (черт. 26). 

Определяем наперед так линию ?, чтобы: 

сое П (?) = іап§ П {а) соі% X. [26а] 

Это всегда возможно, покуда X > П (а), т. е. покуда прямая не 
пересекает ось х-ов [ 284 ]. Полагаем эту линию ? на ось х-ов от 
начала координат на стороне х-ов положительных или отрицатель¬ 
ных, смотря по знаку ?. 
Восставляем на конце ли¬ 
нии ? перпендикул к оси 
ж-ов, продолжаем его до 
пересечения с данной пря¬ 
мой, и пусть Ъ будет часть 
этого перпендикула между 
данной прямой и осью х-ов. 
Угол, под которым этот 
перпендикул встречает данную прямую, должен быть прямой, 
согласно с уравнением (26). Если теперь конец перпендикула Ъ 
принимаем за начало координат, то будем иметь согласно с урав¬ 
нением (25): 

С08 П ( Ъ) = С08 П (у) 8ІП П (х), ( 27 ) 

что и будет общее уравнение прямой, которая не пересекает ось 
х-ов, 

В этом уравнении можем полагать у=-а и вместе с тем х =—?; 
это дает [ 286 ]: 

сое П ( Ъ) = со8 П (а) 8Іп П (?); 

если сюда поставим вместо С08П(6), 8ІпП(?) их значения, то урав¬ 
нение сделается: 

сое П {у) 8Іп П (х) = со8 П (а) У 1 — іап^ 2 П (а) со і^ 2 X . 

Вторая часть в этом уравнении делается воображаемой, как 
скоро іап^ П (а) соі^Х > 1, т. е. для всякой прямой, которая пере¬ 



секает ось х-ов. 
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После того, что до сих пор найдено, можем решить задачу: 
определить расстояние двух точек , которых положение в плоскости 
дано помощью их прямоугольных координат: х, у и ж', у' . Поло¬ 
жим для сокращения 

Аж = х' — ж; А.у = у' — у. 

Опускаем из вершины у (черт. 27) перпендикул к у' и озна¬ 
чаем длину этого перпендикула д, тогда как у х означает часть у' 
между осью ж-ов и перпен- 
дикулом д. 

Согласно с уравнением 
(25), будет: 

сое П {у х ) = 

= С08 П (у) 8ІП П (Аж), 

<308 П (Аж) = 

= С08 П (д) 8ІП П (у у). 

Помощью этих уравне¬ 
ний определив значения у ± 
и д, искомое расстояние двух точек, которое означаем г, будет 
дано следующим уравнением, которое выводится из уравнения (11) 

8ІП П (г) = 8ІП П (у' — у ± ) 8ІП П (д). 



12 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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16. Если Дж и А?/, а следовательно д, г весьма малы, так что* 
можно пренебречь их высшими степенями в сравнении с низшими,, 
то г представит элемент Лз кривой линии, к выражению которого 

приходим, взяв: х 

зіп П (д) = 1 — д 2 , 

со8П(д) = д — у? 8 , 

8ІП П (г) = 1-4" ? ' 2 > 

іл 

8ІП И (У — Ух) = 1 — у (/ — 
после чего выходит 

л _ Аж 

8ІП П (у) ’ 

*=/ ѵ+Зта [АІ 

Для предельного круга: 

зіп П (у) = е~ х [* 28Ѵ ] . 

Из общих выражений, которые определяют 8ІпП(а) и т. д. по¬ 
мощью а и которые даны выше, выходит: 

й П (а) = — 8Іп П (а) йа [’ 288 ]; [I] 

после чего, дифференцируя уравнение предельного круга, находим: 



Интегрируя в отношении х от х = 0, находим: 

8 = У е 2х — 1 

или иначе 

* = со*кП(у), 

как это было найдено выше. 
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Если означим г расстояние точки до круговой линии от начала 
координат, а ср угол, который это расстояние г делает с осью х-оъ 
положительных (черт. 28), то мы находим в прямоугольном тре¬ 
угольнике, которого стороны ?/, г согласно с уравнением (12): 
іап^ П (г) = 8Іп ср 1ап§ П (у). 

Взяв логарифмы на обеих сторонах 
этого уравнения и дифференцируя в отно¬ 
шении к г, ср, у , получим: 

етм=-со*ё?^+- 55і |^-. 

Из этого уравнения выводим: 

Ау = (со!# ? + е ~ оа П ОТ 1 008 П (У)« [ 27а ] Черт. 28. 



или вставляя на место сое П (?/) его значение помощью фи?' 1 ; 

Л- С08 <р соз П (г) сЦ + 8І П ч> йг „ 

у - уг — С08 2 Ср С08 2 П (г) ’ 


Чтобы выразить йх помощью г, ср, берем уравнение (10) [ 291 ] 



С 08 п (г) С 08 ср гг: С 08 П (х ). 


Дифференцируя логарифмы 
обеих частей этого уравнения 
в отношении к г, ср, х , получим: 


8Іп 2 п (г) йг 

С08 П(г) 


іап^ ср б^ср = 

__ 8Іп 2 П (а?) йх 
~ С 08 П (х) ’ 


[27Ъ] 


откуда выводим помощью урав¬ 
нений: 

8ІП П (х) 8ІП П (у) = 8ІП П (г), 
С 08 П (г) С 08 ср 1= С 08 П ( X ), 


следующее уравнение, которое выражает искомое значение йхі 


йх 

8іп П (у) 


С 08 ср 8ІП П (г) йг — 8ІП Ср соі§ П (г) б2ср 

ут — С08 2 ср С08 2 П (г) 


[ 29 Ч, 


после чего (черт. 29) 


[В1 


12* 


СІ8 = У Лг 2 йу 2 со!§ 2 П (г) . 
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Для круга, полагая, что начало координат в центре, находим, 
так как здесь йг = 0: 

С І8 = б?ср СОІ&П (г). 

Интегрируя от <р = 0 до <р = и умножая все потом на 4, 
находим следующее выражение для окружности с полупопе- 
речником г: 

2тг соі§ П (г) 

согласно с тем, что было найдено выше. 

Если называем § дугу предельного круга от оси ж-ов, то враще¬ 
ние 5 около оси х-ов производит часть предельной сферы, а конец 
дуги опишет окружность круга, которая на предельной сфере опре¬ 
деляется так же, как окружность круга с полупоперечником § 
определяется на плоскости в обыкновенной геометрии; отсюда сле¬ 
дует, что окружность этого круга должна быть равна 2тг$. С дру¬ 
гой стороны окружность того же круга, рассматриваемая в его пло¬ 
скости, где перпендикул у, опущенный от конца дуги § на ось 
предельного круга, которая служит осью х-ов и проходит чрез 
другой конец дуги, составляет полупоперечник круга, дается в пан¬ 
геометрии выражением: 

со*дП(г/); 

откуда следует, что з = со^П(г/), как доказано было прежде. 
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17. Чтобы разделить площадь на элементы, ведем по площади 
дуги предельного круга, для которых осью служит ось х-ов и та¬ 
ким образом, что их взаимное расстояние бесконечно мало и мо¬ 
жет быть названо йх (черт. 30). Пусть § одна из этих дуг [МЩ 



Черт. 30. 

предельного круга между осью х-ов и точкой на кривой линии, 
которой координаты у\ пусть з '— дуга другого из этих пре¬ 
дельных кругов [М'Н'] между осью х-ов и точкой [ІѴ'] на той 
же кривой, которой координаты х-\-сІх, у-\-йу. 

Часть площади бесконечно малая заключенная между 5 и з' 
с одной стороны и осью х-ов и кривой с другой стороны вы¬ 
разится : 

93], [а] 

куда вставляя $ = со1&П{?/) [* 294 ], получим: 

08= . [Ь] 

Для примера определяем площадь предельного круга (черт. 31), 
для которого нашли мы уравнение в прямоугольных координата*: 

8Іп П (у) = е~ х [ 296 ]* 









182 


ПАНГЕОМЕТРИЯ 


помощью которого уравнения находим выражение для элемента 
искомой площади: 

аз = -у^у (Іу С 08 П (у) СО*§ П (у) [296] . 

Интегрируя это выражение от у = 0, находим площадь [АВС], 



ограниченную дугою предельного 
круга, осью х-оъ и ординатою у 

8 = у^у ( ООІ ё п (у) - |те 4- П (у)) [297] . 

Мы видели, что площадь между 
двух параллельных, продолжаемая до 
бесконечности на стороне параллель¬ 
ности и ограниченная дугою пре¬ 
дельного круга, которой дуге две 
параллельные служат осями, выра¬ 
жается [ 298 ]: 


Черт. 31. 


ез е соі§ П (у) 

е — 1 ^ е —1 


после чего находим площадь между двух прямых параллельных, 
из которых одна перпендикулярна к у , которые проведены чрез 
концы у и продолжены А 
до бесконечности, выра¬ 
жение 

•у те — П (г/) [299]. [27с] ь 

Помощью этого выра¬ 
жения находим площадь 
прямолинейного прямо- ^ 
угольного треугольника, 
когда даны острые углы 
П (а), П (р) против пер¬ 
пендикулярных боков а, 

# треугольника (черт. 32). 

Продолжаем гипотену¬ 
зу с за вершину [5] угла 
П (3) и продолжение [ВВ] 

Черт. 32. 

делаем равно р. Пер- 

пендикул [ВВ'] в конце р делается параллельным с продолже¬ 
нием бока а. Площадь [ В'ВВС '], бесконечно простирающаяся между 
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'этими двумя параллельными, продолженными в сторону парал¬ 
лельности, и ограниченная с другой стороны линиею (3, будет 

т*-П(р). 

Если ведем теперь чрез вершину [А] угла П (а) параллельную 
-с перпендикулом [ВВ'] и которая наклонена к боку с под углом 
II (с -4-р) и будет вместе параллельна с продолжением бока а, то 
величина площади [В Г ВАА'] между с — [АВ] и двумя парал¬ 
лельными чрез концы с-|-{3, проведенными и продолженными до 
'бесконечности на стороне параллельности, будет: 

І-Тс — П(с + ?). 

Подобным образом часть площади [ А'АС С'] между боком 6, 
прямой [. АА '], проведенной чрез вершину П(а), и боком а[СВ\, 
«бесконечно продолженным, будет: 

Т*-П (6). 

После чего сумма -іи — II(р), І-и — 11(6) уменьш[енн]ая [на] 
-І-и — Щс + гО, будет выражение площади треугольника [АВС ], 
которую таким образом находим = іс — П (Ъ) — П (3) + II (с + 3). 
Между тем мы доказали, что 11(6) = II (ос) —(—11 (с —3) [ 30 °]; поставя 
-отсюда в выражение площади треугольника на место II (6) его 
■значение, находим площадь прямоугольного прямолинейного тре¬ 
угольника: 

1*_И (а )_П(?); 

■это значит, что площадь прямолинейного прямоугольного тре¬ 
угольника равна разности двух прямых углов без суммы трех 
углов треугольника. Отсюда следует еще, что площадь всякого 
прямолинейного треугольника равна избытку двух прямых углов 
.над суммою трех углов треугольника. 

Легко вывести из предыдущего, что площадь всякого четыре- 
угольника равна избытку четырех прямых углов над суммою 
четырех углов четыреугольника и вообще площадь многоугольника 
п сторон равна избытку (п — 2) тг над суммою углов многоугольника . 

18. Рассматриваем особенно четыреугольник, которого два 
«бока а, у оба перпендикулярны к третьему боку х и которого 
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четвертый бок і перпендикулярен к боку а и делает с у угол, 
который означим со (черт. 33) [ 301 ]. 

Мы доказали выше (уравнение 25), что между составными 
частями такого четыреугольника существует уравнение 



Черт. 33. 


сое П (а) = сое П ( у ) 8Іп П ( х ); 
если рассматриваем х и у пере¬ 
менными и а постоянным, то пло¬ 
щадь этого четыреугольника выра¬ 
жается, как и всякая площадь г 
как доказано выше, интегралом 

$ Лх соіё П (у) [ 30а ], [27<Ц 

который, будучи приложен к на¬ 
стоящему случаю, дает, когда по¬ 
ставим сюда значение соі& П (у) [ 303 ] ѵ 
следующее выражение для пло¬ 
щади: 

Г Ах С 08 П (а) 

і У 8Іп 2 П ( х ) — сое 2 П (а) 9 


тогда как площадь этого -четыреугольника, согласно с тем, как: 
определяется площадь всякого многоугольника помощию углов,. 
= — со. Это дает: 

1 Г Ох 

~2 К ш = 008 П (°0 } у 8ІП 2 п (ж) — С082 п (о) ’ 


Угол со, который делает бок і с боком у , определяется уравне¬ 
нием (уравнение 26) 


іап§ со = 


П (у) 

С 08 П (х) * 


Если в уравнении (М) пишем а вместо П(а), & на место ІЦ#),, 
оно сделается 



С 08 а 



сШ _ 

У 8ІТ1 2 а — С 08 2 5 


2 • 


где а величина постоянная. 

Справедливость этого выражения для интеграла может быть 
поверена дифференцированием. Пангеометрия указывает также 
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на новый способ приближения к значениям определенных инте¬ 
гралов [ 806 ]. 

Площадь между двумя параллельными, проведенными чреа 
концы данной прямой, продолженными до бесконечности на сто¬ 
роне параллельности, и самой прямой будет = тс — [минус] сумма 
двух углов, которые две параллельных делают с данной прямой* 
потому что эта площадь 
может быть принимаема 
за площадь треугольни¬ 
ка, в котором один угол 
равен нулю. 

Площадь кривой ли- 
нии [ 306 ] может быть раз¬ 
делена на элементы пря¬ 
мыми параллельными к 
одной и той же данной 
прямой, например, к ^ 
оси у (черт. 34). Если ве¬ 
дем на конце абсциссы х 
параллельную [ММ'] к 
оси у , то эта прямая де¬ 
лает с осью х угол = П (х ); 
прямая, проведенная че- О 
рез конец абсцис¬ 
сы х-\-Лх, делает таким Черт. 34. 

же образом с осью х угол = П (х-\-йх), откуда следует* 
что площадь между этими двумя параллельными и йх рав¬ 
на — бШ (ж) [ 30ѵ ]. Пусть теперь и будет величина первой парал¬ 
лельной между осью х и кривой; та часть площади между двумя 
параллельными, которая лежит вне данной кривой, будет вслед¬ 
ствие выше доказанного 

— е-МП(я) [ 308 ], 

откуда следует, что часть этой площади, которая лежит между 
кривою и осью х , т. е. элемент площади кривой, выразится 

[27е] 



Л8 — — (1 — в“ и ) й П (х). 
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Чтобы вычислить площадь круга с полупоперечником г, 
надобно в общее выражение элемента площади -кривой, найден¬ 
ное выше, 

(18 = П ( у ), 

поставить значение соі^ П {у) из уравнения круга: 


8ІП П ( х ) 8ІП П (у) = 8ІП П (г), 

где начало прямоугольных координат в центре круга. Это дает 

,о л -шГ зіп 2 П(ж) . 

(18 — йх у п 1 > 

интегрируя от х = 0, находим: 


I С08 П ( X ) 1 
I С08 П (Г) I 


— агс 8Іп 


[ соЬ°; П (а:) | гз091 
Ісоі§ 11 (г)| - 1 * 


Для х=:г это дает площадь четверти круга: 


7С ТѴ 

2 8Іп II (г) 2 9 


умножая на 4, находим для площади целого круга 

2тг I - - — 1 } 

( 81 П П (г) \ 

или что все равно: 

г г 

ъ{е 2 — е 2 ) 2 . 


Если г чрезвычайно мало, то это выражение дает площадь 
круга = тгг а ; то же самое выражение, которое обыкновенно дается 
для площади круга в Геометрии. 


19. Помощию предыдущего выражения площади круга можно 
дать элементу площади всякой кривой линии еще такое выражение* 

где г есть радиус вектор, проведен¬ 
ный из начала координат к точке 
на кривой, а ср угол, который этот 
X радиус вектор делает с постоянной 
прямой, проходящей чрез начало 
координат [черт. 29 на стр. 179]. 
Применение этого выражения к вычислению площади треуголь¬ 
ника (черт. 35), которого бока а, &, с с противоположными 
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углами А , В , (7 дает, если рассматриваем А, С и стороны а, 
как переменные [ 310 ]: 


площадь 


л 

треугольника = | ДА { - 1}. 


Ь 


Бок Ъ выражается в функции с, А, В помощию последнего 
уравнения (19) 


соі% В 8ІП А 8ІП П (с) -+- С08 А 


С08 П (С) 
С08 П (Ь) • 


Берем из этого уравнения значение зіп П ( Ъ ) и ставим его 
в выражение для площади треугольника, получаем: 


площадь треугольника = 

А 

АА 

_ С 08 2 П (с) _ 

(СОІ& В 8ІП А 8ІП П (с) -|- С 08 А) 2 

Между тем было доказано, что площадь треугольника 

= ъ—а—в—с, 



А. 


где А и В углы данные и С определяется уравнением (19) 

п , А -п 8ІП А 8ІГ іВ 
С08 С-\-СО&АсОЗВ= - : ^ г , 

’ яіп ТТ і/»і 


Сравнение этих двух выражений для площади треугольни¬ 
ка дает: 

А 


ъ—В—С= 


I 


А А { В зіп А аіп П (с) + соз А } 

У (СОІ§ В 8ІП А 8ІП П (с) + С 08 А) 2 С 08 2 П (с) 


Если і?— это уравнение дает: 

А 

Я п _ (* _ л А со8 А 

2 ,1 У С 08 2 А — С 08 2 П (с) 

о 


— уравнение, которое после интегрирования принимает вид: 

1 п [ 8ІП А \ 

ТС о = агс 81П ттТ т ) , 

2 \ 81 пП(с)/’ 

что согласно с уравнением, которое определяет С. 

Из того, что было доказано впереди, можно вывести для выра¬ 
жения площади всякого замкнутого многоугольника два выраже¬ 
ния, одно выраженное определенным интегралом, другое завися¬ 
щее только от суммы углов многоугольника. 
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Два значения для той же площади, будучи необходимо рав¬ 
ными, доставляют способ вычислять определенные интегралы,, 
которых значение было бы затруднительно найти другим образом. 

Чтобы представить еще пример, рассматриваем прямолинейный 
прямоугольный треугольник, в котором перпендикулярные бока х г 
У , а гипотенуза г (черт. 36). Пусть А угол против у , В угол 
против х . Уравнения (10), (11) дают для такого треугольника: 



8ІП П (х) 8ІП П (у) = 8ІП П (г),. 
8ІП П (х) С08 В = 8ІП А у 
С08 п (г) С08 А = С08 П (х)у 
С08 П (г) С08 В — С08 П (у). 
Из этих уравнений выведем: 

тт / \ 008 П ( х ) 

С08 П (г) =-, 

4 ' С08 А ’ 


8ІП п (у) = 

— 1 Л Г і / созП(а;) \2 _ 

8ІпП(ж) У \ С08 А ) 


=/. 


8ІП 2 П (Ж ) 


СОІ ^2 п (ж) 
С 08 2 А 


со*&П (у) 


_ 8ІП А С08 П (ж) 

У С08 2 А — С 08 2 П(ж) 


Г]. 


Вставляя в это последнее уравнение П(ж) = -|- — ш, находим: 


соі§ П (у) 


ЗІП А 8ІП 03 

У С 08 2 А — 8 ІП 2 0 > 


Между тем мы виДели, что дифференциал площади есть 
йх соі% П (у); а это дает в настоящем случае: 


йх соі% П (у) = 8Іп А 


йаь іап§ со 

У С 08 2 А — 8 ІП 2 О) 


П 


откуда заключаем, интегрируя от со = 0, что соответствует х = О 
и замечая, что площадь выраженная интегралом выражается 
также чрез у — А — В, что 


— А — В = 8Іп А 


і 


о> Ж*> 


У соз 2 А — 8ІП 2 < 
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где А угол постоянный, а В определяется уравнением 


-о 81П Л 
С 08 В = -. 

С08 03 


Если ю = — А , то гипотенуза делается параллельною боку у 

и угол 5 = 0. Итак в этом случае 


тс 

~2 


т- А 


А = 8Іп А 


1 


аз Ліл 


У С08 2 А — 8ІП 2 О) 


Можно определить значение интеграла в более общем виде/, 
рассматривая площадь прямолинейного треугольника, которого 



•бока а, 5, с с противоположными углами И, 5, С и разделяя эту 
площадь на элементы прямыми параллельными между собою. 
Берем вершину угла С (черт. 37) за начало координат и сто¬ 
рону а за ось #-ов. Пусть 5=П(|3), где (3 положительная 
если В < ~ и отрицательная если В > • Ведем чрез конец 

[М] абсциссы х прямую и [МЩ параллельную боку с, и про¬ 
должаем до пересечения с боком Ъ. Угол, который эта параллель¬ 
ная делает с абсциссою х [ 318 ], будет П ([3 — а + я)> откуда следует, 
что угол, который делает эта параллельная с продолжением 
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будет П (а — [3 — х). Если возьмем за элемент площади треугольника 
часть этой площади, которая заключена между двумя параллель¬ 
ными и бесконечно близкими, то получим, вследствие того, что* 
было доказано выше, следующее выражение для этого элемента: 

(18 =— (Ш (а — ,3 — х) {1 — в~ и } [® 14 ]. 

Рассматриваем у , ж, и как переменные, а а и 3 как по¬ 
стоянные. 

Уравнения (19) [ 316 ] будучи применены к треугольнику, кото¬ 
рого бока х , и , а угол между этими двумя боками П(,3 — а-\-х) г 
дают: 

соі§ С 8ІП П (Р — а -4- х) аіп П ( х ) + соз П (? — а + х) — ; 

из этого уравнения выводим, положив для краткости 
П (|3 — а-\-х) = (о, 

сое 11 (и) = , ^ . - . гг; ; , -, 

4 ' СОІ§ С 81Т1 О) 81П П (ж) + С 08 03 

2п _ СОІ& С 8ІІ1 03 8 ІП П (ж) -|- СОЗ О) С08 П (ж) # 

е СОІ& С 8ІТ1 ОЗ 8 ІП П (ж) -)- С08 03 — С08 П (ж) *■ * ’ 

НО 

. тт . ч • тт г/о \ /о I 8ІпП(В — ЯІЗІПОЗ 

аіп П (х) = 8іп П {0 — а) — ф — а + х) } = г _— п (р • 

Таким же образом находим: 


С08 П (х) = 


С08 П (р — а) -С08 оз 

1 — сое П (Р — а) С08 оз 




Вставляя эти значения зіп П (х ), соз П (х) в выражение для е 2и у 
получим: 

2и со1% С зіп 2 оз аіп П (Р— а) соз о) {1—сов П (Р— а) сов о>}-{-со8 П (р— а )—соз о> _ 

в соі§ С зіп 2 оз зіп П (Р — а) -(- соз оз {1—соз П (р— а) соз оз}—соз П (р—а)-}-со8 ш 

со С зіп 2 оз зіп П (Р — а) сое П (Р — а) зіп 2 оз 
со1& С зіп 2 оз зіп П (р — а) - 1- 2 соз оз — {1 + соз 2 оз} соз II (р — а) * 


далее находим: 


бШ(а — Э — я) = — ^П(Р — а-\-х) = — ^со, 

после чего сравкение двух выражений для площади треугольника, 
дает уравнение: 


А — В—С = 


:-Ш+| 




, Г соі% С зіп 2 оз зіп П (Р — а) -р 2 соз оз — (1 -|- соз 2 оз) соз П (Р - 

Ш У со!§ С зіп 2 оз зіп П (р — а) + соз П (р — а ) зіп 2 оз 


-а) 
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Если положим еще П ((3 — а) = ос, то это уравнение принимает 
вид: 

[те — А — В — С-\~ а — П (?)] [соі§ С 8Іп ос + сое ос] 1/2 = 

ш = П(Р) 

= ^ У СОІ% С 8ІП* 2 (О 8ІП ОС —[— 2 С08 О) (1 + 0082 <°) 008 а г 

а> = а 

где углы А) В л линия ,3 должны быть вычислены посредством. 

уравнений: «=П(?-«)| В= П (?). 

і , у-. гі §ІП В 8ІП С 

С08 А —1— С08 В С08 О = — . гг , ч ■. 

1 8іп П (а) 

Последнее из этих уравнений есть последнее из уравнений (19) > 
примененное к треугольнику, который рассматривали. 



X. ПРЕДЕЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ 

20. Чтобы определять положение точки в плоскости, можно 
употреблять в пангеометрии не только прямые и полярные 
координаты, но также и дуги предельного круга. Даже эта 
последняя система представляет свои выгоды в отношении к про¬ 
стоте выражений. Определяем положение точки [М] (черт. 38) 



в плоскости помощью перпендикулярных координат хи у так* 
что у был бы перпендикул из точки, положение которой хотят 
определять, на ось #-ов, а х часть оси х-оъ от конца перпенди- 
кула [Ж] до начала координат. Пусть т] длина дуги [РМ] предель" 
ного круга от данной точки до оси #-ов, которая вместе служит 
осью предельному кругу; называем $ расстояние [ ОР ] вершины 
предельного круга на оси ж-ов до начала координат. Мы видели, 
что в этом случае 

т] = соѣ§П(г/), 

потом уравнение предельного круга дает [ 318 ] 

е -(ж-*) _ 8 І П П (?/); 

помощью этих двух уравнений можно выразить т\ в зависимости 
ют х , у или наоборот х, у в зависимости от $, т]. Это дозволяет 
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переходить от уравнения кривой в координатах х, у к уравнению 
той же кривой в (■, т] или наоборот. 

Дифференциал площади выражается в $, т] уравнением (черт. 39) 

== 6$; б?7], 

где /5? площадь. 

Если мы рассматриваем 5’ как функцию ж, у , то имеем: 

/да\ __ ^ 

\да/ “ ’ 

потом дифференцируя в отношении к у: 

= 1 ^ = 1 ГВХ91 

да йу 8ІП П (у) 8ІП П (у) 2 

согласно с тем, что было найдено выше. 

Опускаем из точки [М\ в пространстве перпендикул 2 [МЯ] 
на плоскость координат ж, у (черт. 40). 

Ведем чрез этот перпендикул плоскость, которая пересекает 
плоскость ху в прямой параллельной к оси #-ов [ Зі0 ] . Принимаем 
это пересечение [№Х'\ на стороне параллельности за ось предель¬ 
ного круга, который проходит чрез вершину [. М ] перпендикула 
и пусть С длина дуги [ МР ] этого предельного круга между вер¬ 
шиною 2 и осью. Имеем: 

С = со1§* II ( 2 ). 

Часть у параллельной к оси #-ов, проведенной чрез конец 
перпендикула 2 между вершиною С [Р] и концом [ЛѴ] перпенди¬ 
кула 2 будет дано уравнением [ а21 ] 

— 8ІП И ( 2 ). 

Дуга [Ж2ѴД предельного круга, проведенная чрез конец 2 так, 
что ось положительных х-оъ служит вместе осью предельному 
кругу, и которая заключается между концом 2 и этой осью, будет 
по величине равна со<#П(у), а длина дуги [РР Х ] предельного 
круга, проведенная чрез пересечение С с плоскостью х, у и для 
которой ось лежит на стороне х положительных,, между этой точ¬ 
кой и осью, будет, как это было доказано, дана уравнением: 

_ со *8 П (у) Г(ваі 
1 віп П (я) 1 1 ’ 

13 8ак. 754. Н. И. Лобачевский 
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Если мы к тому называем 5 часть оси х-ов между началом 
координат и дугой т), то уравнение предельного круга дает: 


е -ж+$+<г _ 8 і п ц (уу 


Из этих уравнений выводим, переменяя наперед только 2 и 
в зависимости от 1 него С: 


сіг 


8ІП П (*) 

Переменяя только у и т), получим: 


&г\ 


&У 


8 ІП П ( у ) 8 ІП П (<?) 


[ 328 ] # 


Наконец переменяя только Ь и х, получим: 

— йх. 


13 * 



XI. ВЫРАЖЕНИЕ ПЛОЩАДИ ТРЕУГОЛЬНИКА 
ЧЕРЕЗ ЕГО СТОРОНЫ 

21. Чтобы дополнить новую теорию под названием пангеоме¬ 
трии, которая основана на началах более общих, нежели начала 
обыкновенной геометрии, остается только дать выражение для 
дифференциала поверхностей и объемов помощию координат, опре¬ 
деляющих положение точки в пространстве. 

Рассматриваем с этой целью снова четыреугольник, в котором 
два бока а, у перпендикулярны к третьему жив котором чет¬ 
вертый бок с перпендикулярен к у , делая с а угол ср [ ш ]. Мы 
нашли (уравнение 25): 

С08 ГІ (у) = С08 П (а) 8 ІП П (ж). 

Потом находим помощью уравнений (10), (11), называя г диа- 
гонал между вершиною угла и вершиною прямого угла проти¬ 
воположного и А угол между ж и г: 

С 08 П (г) С 08 А = С 08 П (ж), 

со8 А 1ап§ П (с) = 1ап§ П (г). 

Из этих двух уравнений выводим: 

С 08 П (ж) 1ап§ П (с) — 8Іп П (г); 
но 

8ІП II (г) — 8ІП П (а) 8ІП II (ж), 

юле довате льно: 

1ап§' П (с) = зіп II (а) 1ап§ П (ж). 

Если с, ж так малы, что можно пренебрегать их высшими сте¬ 
пенями в сравнении с низшими и допустить следующие прибли¬ 
женные значения для 1ап§ II (с), 1ап§ П(ж): 

*ап§- П (с) = і ; ѣап{у П (х) — і , 

то находим 

X 


с = 


зіп П (а) 


Ж 


(27') 
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Прямая с, которая соединяет вершины а, у , не будет перпен¬ 
дикулярна к у если а —у в четыреугольнике; в таком случае 
прямая р, из средины х проведенная к средине с, перпендику¬ 
лярна к х и с. Итак в уравнении (27') можем с заменить а яг 
заменить > от чего уравнение не изменяется [ 326 ]. Таким обра¬ 
зом это уравнение доказывается даже для случая а = у, к которому 
выше данное доказательство непосредственно не применяется. 

Величина кривой поверхности измеряется суммою площадей 
треугольников, которые смыкаются в одну сплошную сеть и вер¬ 
шины которых лежат на поверхности; эта мера будет тем точ¬ 
нее, чем измеряемые треугольники менее. 

Граница, к которой эта сумма приближается до бесконечности,, 
когда измеряемые треугольники уменьшаются до бесконечности и: 
с которою она может разниться менее, нежели всякая данная 
величина, называется математическая величина поверхности. 

Определяем наперед площадь прямолинейного прямоуголь¬ 
ного треугольника помощию 3-х его боков а, &, с с противопо¬ 
ложными углами П(а), П(,3), Мы видели, что в таком тре¬ 
угольнике можно заменить линии 

а, 6, с, а, ,3 

линиями: 

а, а', 3, Ъ\ с 

соответственно [ 327 ]. 

Кроме того мы нашли: 

2 П (6) — П (с -)- 4 3) П (с — ,3) р«]. 

Вставляя а' вместо 6, (5 вместо с, и с вместо р, получим [ 329 ] 
тг — 2 П (ос) = II (? + с) + П(р — с) 

или 

2 П(а) = П(с — ,3)—П(с + 1 3). 

Таким же образом находим: 

2 П (?) = П (с — а) — П (с + а). 

Переменяя в этом уравнении буквы, как это было сказано [ 33 °], 
получим: 

2 П (с) = П (Э — V) — П (р + V ). 

Таким же образом находим: 

2 П(с) = П(а — а') — П(а + а'), 
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откуда с переменою букв, как было выше указано, выводим: 

2 П (Р) = П (&' — а') — П (V + а'). 

Таким же образом получим: 

2 П (а) = П ( а ' — V) — П (а' + V). 

Сложение двух последних уравнений дает: 

2 П (а) 2П (р) =7г — 2 П (а 7 6'). 

После чего площадь треугольника Д дана выражением: 

д = | - п («) - п (?) = п («'+ V ) Г] 

и потом: 

*ап§ у Д = е-«' в-»' =іап§ {•! л — -і- П (а)} • іап§ {-і- те — Е(6)}[ 332 1; 


откуда наконец выводим: 


1ап§ Д 


е ь -1 


е а + 1 е ь + 1 

Когда а, Ъ весьма малы так, что можно пренебрегать высшими 
степенями от а, 6, Д, то эта формула дает: Д = -і аЬ, как в обык¬ 
новенной геометрии. 

В прямолинейном треугольнике можем всегда выбрать один 
угол С так, чтобы из вершины его перпендикул к противопо¬ 
ложному боку лежал внутри треуголь¬ 
ника (черт. 41). Этот перпендикул раз¬ 
делит бок с треугольника на две части: 
одна х , прилежащая к углу А, другая 
с — х , прилежащая к углу В . Площадь 
$ этого треугольника будет равна 
сумме площадей двух прямоугольных 
треугольников, произведенных этим 
перпендикулом Ъ, и будет дана уравнением: 



; —1 е п — 1 


*ап& 4 $ — ~ 


+ 1 е н + і 


1 е й — 1 


; +1 Д+І : 


' — 1 


ё ж — 1 


+1 е°~* + 


-•!—1 
1 »е й +і) 


[ 933 ] _ 


Уравнение, которому можно дать вид: 

. 1 „_ ( е 2й — і) (е с — і) _ 

1аП§ 2 й> — ( е *+е°- х )(е , ‘ + 1)* + 2е к (е*-1)(е°- х -1)‘ 
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Это выражение дает, если пренебрегаем высшими степенями 
$, й, с перед низшими: 

8 = \сК, 

как в обыкновенной геометрии [ ш ]. 

22. Мы видели, что площадь треугольника выражается по¬ 
мощью трех углов А , Д С треугольника следующим образом: 

$ = я — А — В — С. 

Берем значение А в зависимости от а, &, с из второго урав¬ 
нения (19); так получим: 


С 08 А = 


откуда следует 


__ 8ІП П ( Ъ) 8ІП П (с) 

_ 8Іп П (а) 

С08 п (Ь) С08 П (С) 9 

8ІП П (Ъ) 8ІП II (с) 


2 соз 2 -^- А = 
Если вставим сюда: 


1 + С08 П ( Ъ ) С08 П (с) 


8ІП II (а) 


С08 П (Ъ) С08 П (с) 


8ІП П (Ъ) 8ІП П (с) 


вместо 


8ІП 11 (6 -|- с) 

1 С08 П ( Ъ ) С08 П (с) [ 336 ] , 

то это выражение примет вид: 

2 со8 а ~ А = *ап§ П ( Ъ ) ѣапд П (с) {^т—^ 
Таким же образом находим: 


(Ь + с) 


— 2 8Іп а у А = і&п ё П ( Ь ) *ап§ П (с) { я1п _ о) ' 

Из этих двух выражений выводим [ 336 ]: 


--- ) 

8Іп 11 (а) \ 

_ \ _ і 

8іп а (а) / * 


8Іп 2 А = Іап^ 2 П (Ъ) іап§ 2 П (с) X 

1 — С08 2 П ( Ъ ) С08 2 П (с) 


х(- 


8ІП 2 П (Ъ) 8ІП 2 іі (с) 


8Іп П (а) 8Іп 11 ( Ъ) 8Іп П (с) 8Іп 2 II (а) 


1 ■} 
іп 2 II (а) I 


ИЛИ 


8Іп а А — — іап^ а П (й) іап§ а П (с) X 


Р = 
получим: 


1 

і і 

1 1 

2 -іі 

.зіп 2 И (а) 1 зіп 2 11 (Ь) 

для сокращения 

' 8ІП 2 П (б*) 

8ІП П (а) 8ІП П (6) 8ІП П (с) ) * 

— 1 

1 

1 _1 

1 2 п 

зіп 2 П (а) 

8ІП 2 П (6) 

8ІП 2 П (С) ~ 

г зіп II (а) 8Іп 11 (Ь) зіп П (о) 1 ’ 


зіп А — Ъапд П (&) іап^ П (с) Р. 


( 28 ) 
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Можно также дать Р следующий вид, симметричный в отно¬ 
шении к а, &, с: 

Р 2 = 2|і4- 8ІпП(а) |{і + 8ІП П(6) } I 1 +1БПТМІ 

- (і _|_ _ _1---1- 1 -Г\ 

1 ' 8ІП П (а) ' 8ІП П (6) ' 8ІП П (с) ) 

Идя от уравнения (28) и рассматривая здесь Р как величину 
неопределенную, можно доказать следующим образом, что Р 
должно быть симметричная функция от а, 6, с . Умножая уравне¬ 
ние (28) на 1ап§;Н(а), поставляем сюда віпРІап^П (Ь) вместа 
его значения 8Іп И 1ап§ П (а) (уравнение 13) и разделим потом на 
1 ап& П (&), выходит: 

8 Іп Р = іап§* II (а) іап§ П (с) Р. 

Умножаем это последнее уравнение на 1ап§*П(6) и вставим 
сюда 8Іп С Іап^ II (с) вместо его значения 8Іп Ріап^ П (Ь) (уравне¬ 
ние 13) и разделим потом на 1ап§П(с); получим: 

8 Іп С = 1ап§ II (а) 1ап§ П ( Ъ ) Р, 

откуда видно [ ззѵ ] , что функция Р симметрична в отношении к а, 6, с. 
Мы уже нашли: 

1 _ 8ІП П (Ь) 8ІП П (с) 

соя А — ~ 8ІпП (<*) 

С08 Д ( Ь ) С08 П (с) 

или, все равно: 

сое А = Іаіш П ( Ъ ) Іап^ П (с) { -г - ттх- - ♦ * Л ; 

ь ь ѵ ' І 81 П II ( Ь ) 8ш П (с) 8ііі П (а)) 7 

таким же образом находим: 

сое В= ІаішП(с) ІаішП (а) { . гт/ * . ТІ 7 ч - . 

& ѵ & ' (зт II (а) 8іп II ( с ) 8іп П (Ь) \ ’ 

сое С = Іаіш П (а) Іапе* П ( Ъ) { — тт 7 *. —птгг-- * , ч -і. 

& Ѵ ' Ъ 4 ' ( 81 П II (а) 81 П II (Ь) 81 П II (с) I 

Из этих выражений для 8ІпН, со8И, 8ІпР, созР, выводим: 

8 ІП (А -)-Р) = 8ІП А С08 Р—|— С08 А 8ІП В = 

= Іап § П (Ъ) Іап^ II (с) Іапд П (а) Р ( 8ІП д ^ п (а) - ЖЩГ,'} + 

+ Іап^ П (в) іап ё П (а) Іапд П (6) Р = 

= Іап & П (в) Іап § П (Ь) іап § * П (о) Р - і}- 
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( 1 

1 д 

1 8Іп П (а) 

Г 8ІпП(6)і 


и наконец 

/ а і г>ч _ * а п 8 П (а) іап 8 П (Ь) Р Г 1 
81П (А+ІУ)_ - - - і -— 

ЬтП(с) + I 

Последнее из уравнений (19) дает: 

С08 А + сое {В А-С) = 8 ІП В 8 ІП С — 1 ); 

вставляем сюда вместо 8ІпР, зіп С их значения из уравнения (28), 
получим: 

сое {В-\-С) — —С08 А + 1ап§ П (с) 1ап§ 2 П (а) 1ап§ П (Ъ) Р а 
или, что все равно 

С08 (Р+ С) — -С08 А 

—--м 

8Іп II (а) ^ 

Помощью предъидущих уравнений находим: 

С08 (А + 5+ С) = С08 А С08 (В-{-С) - 8ІП А 8ІП (В А- С) = 

=-С08 2 А 


I 


, Іап& 2 II (Ъ) Іап^ 2 П (с) Р 2 | 

1 1 V I 

- 

[ ^ 1 

1 

І8ІП П (Ь) 8ІП П (с) віп П (а) ) 

ІзіпП(а) 1 ] 


іап^ 2 П (Ь) Іап^ 2 П (с) Р 2 
{зіп II (а) + 1 } 


г 1 

1 1 

1 8ІП П (Ь) ' 

8ІП II (С) / 


2008 *(А±В±С} == 


— чіп2 А I 1ап 8 2 П (6) Іап 8 2 и (е) ра , _1_ 1 ) 

' ( 1 . -1 І8ІП П (6) 8ІП II ( с ) 8ІП П (а) } 

1 зіп П (а) + А { 


Іап^ 2 II (Ь) іап^ 2 П (с) 


I 1 , П I 8ІП II (Ь) 

I зіп II (а) ^ і 

= *ап§ 2 Я (6) іап§ 2 П (с) Р 3 + * ап ё 2 Д (?) * ап е 2 п (<0 х 

{ зіп П (а) + 1 } 


{ ЗІП II (6) -"I" зіп П (с) } 


1 1 

1 

1 

1 4 

І8ІП П (6) 8ІП II (с) 

зіп II (а) 

8ІП П (Ь) 

8ІП П (С) ) 


іап§2 П ( Ь) іап§2 Ц (<•) Р2 

(і I 1 1 1 ) 

1 

[ 1 ,,1 

1 

[ 1 8ІП П (&) 8ІП П (с) 8ІП II (6) 8ІП П (б) ) 

1 зіп П (а) 1 ) 


— 1ап§ 2 П (а) 1ап§' 2 П ( Ъ ) 1ап§ 2 П (с) Р 3 X 


Х (зіпП(а) 1 Н 


, 8ІП П (Ь) 


1 НзіпП(с) 1 } ; 
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но было уже доказано, что площадь треугольника 

Д = тт — А — В —(7, 

следовательно 

еіп іап^ П (а) іап§ П (6) 1ап§ П (с) Р X 

61 г ^ 


/ 1 Л 

/ 1 д 

( 1 - і'і 

\ зіп П (а) / 

\8ІпП(6) ) 

\ 8ІП II (с) / 


если а, &, с так малы, что можем довольствоваться приближением 

1 . , 1 « 1 . , 1 1 . , 1 о 


— ■ 1 г/ . = 1 4- 4 а 2 , . Гт ,. ч - = 1 + 4 & а , ■ . = 1 +4-с а , 

8 іп II (а) 1 2 ' 8іп II (Ь) 1 2 * 8іп II (с) 1 2 ’ 

*апдП(а) = і-(і — ѣап^П (6) =у(і — ~Ъ^, 

*апв П (с) =-I (і — Д 2 ), 

то получим: 

зшА = і,/ Л 2 -(^| 
или, отбрасывая степени Д выше первой: 


8 ІП II (а) 


1 . = і + 1 6 а . 1 

8ІП II (6) ' 2 ’ 8ІП II (с) 


то получим: 


' С 2_ а 2_&2^а 
і 2 ) 


Д = / а 2 ^-( е2 ~ а 2 а ~ - ба ) 2 рт »] 
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23. Определяем положение точки в пространстве тремя прямо¬ 
угольными координатами (черт. 42), 2 перпендикулярно к пло¬ 
скости ху , у перпендикул, опущенный от конца 2 к оси х, а х часть 
оси х между началом координат и концом у [ 340 ]. 


С 



На кривой поверхности, элемент которой требуется определить, 

берем три точки [А, В , С] [ 341 ] и пусть координаты первой [А] х , 

г/, 2 , координаты второй [В] х-\-йх-> У, # + (4~) йх, а координаты 

{д,г\ \ах/ 

третьей точки [С] х , у-\-сІу, Называем і расстояние 

между вершинами двух перпендикулов к оси #-ов, которые обе 
равны у, и между которыми заключается часть йх оси х\ 
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предполагая сіх , Лу бесконечно малыми, получим, основываясь на 
уравнении (27'), 

+ (ІХ 

8ІП П (у) • 

Расстояние двух первых точек на кривой поверхности соста¬ 
вляет треугольник с прямыми [ АЕ ] и [ЕВ], которых длина 

_ ^йх Г84-21 

Можем почитать этот треугольник за прямоугольный при малости 
его боков, где гипотенуза будет расстояние между двумя первыми 
точками [. АВ] на поверхности. Итак квадрат этого расстояния будет 


Лх 


_ 

Ьіп2 п I 


Ш 


: (у) зіпЗ П (г) 1 \Лх] \‘ 

Таким же образом находим квадрат расстояния первой точки. 
от третьей [АС] [ 843 ] 

/ 1 7 Л..\Пѵ 

т 


Лу 2 {- 


т ■ 


8 ІП 2 П (<?) 

и квадрат расстояния второй точки от третьей [ВС] 
сіх 2 ' , йу* 


8Іп2 П ( у ) 8ІП 2 П (#) 1 8Іп2 ГІ (г) 




Площадь треугольника, которому боками служат расстояния 
от первой точки на кривой поверхности до второй, от второй да 
третьей и от третьей до первой, где и сумма углов равняется тс 
без чувствительной погрешности по причине малости боков, будет 
равна, вследствие доказанного выше и значений, найденных для 
квадратов его сторон 


№8 _ 1 Г/0г\ 2 , 1 /0г\* ,_ 1 _ 

йхйу 2 8Іп П (г) V \д,х) • зіп 2 П (у) \ сіу / ‘ 8Іп2 П (у) зіп 2 П (г) ’ 


(29) 


таково выражение для элемента поверхности, уравнение которой 

* = /Чя, у ). 


Применяем это выражение к сфере, которой полупоперечник г; 
если начало координат в центре сферы, то уравнение сферы 
дает [ 346 ] 

/ сіг\ сов II (ж) / д,г \ соз П {у) 

\д,х) сов II (г) 9 \сіу ) соз II (г) ’ 

потом 


С08 П (г) 

8ІП 2 П (Г) 


зіп П (у) 8ІП 2 П (х) 

У зіп 2 II (ж) 8ІП 2 П (у) — 8ІП 2 П (г) 


сР8 


[34в] # 


й П (ж) й П (у) 
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Умножаем на бШ (у) и интегрируем от эіп II (у) = ? ДО 

ТІ (у) = ^г [ 347 ], получим: 

(18 2тс 8ІП П ( X ) С 08 П (г) 

(ПЦх) 8ІП 2 п (г) • 

Умножаем еще на ІП ( х ) и интегрируем от П (х) получим: 

^ 2л С 08 П (г) С 08 П ( X ) 

Л _ 8 Іп 2 п (г) • 

Это представляет поверхность отрезка сферы, заключенного 
между двух плоскостей перпендикулярных к одному полупопе¬ 
речнику, из которых одна проходит чрез центр сферы, а другая 
на расстояние х от центра сферы. Чтобы найти поверхность всей 
сферы, надо в это последнее выражение поставить х = г и значе¬ 
ние всего выражения удвоить; таким образом находим величину 
поверхности всей сферы 4ігсоі^ 2 П(г) или л(е г — е _г ) 2 ; если г так 
мало, что можно пренебречь высшие степени от г, то это выраже¬ 
ние делается 4лг 2 , как в обыкновенной геометрии. 

24 [ 848 ]. Полагаем 

сое 4 = іап§ П (г) соі& П ( у ), 

С08 П (х) = С 08 П (г) 8 ІП 4 8 ІП ® 

и вводим новые переменные 6 , ф вместо ж, у в выражение для 
элемента поверхности шара с полупоперечником г, о котором идет 
дело; находим: 

№8 _ С 08 2 п (г) 8ІП ф У 1 — С08 2 П (г) 8ІП 2 4 8ІП 2 <р 

Щ — _ ЭІП П (г) * ~ 1 — С082 П (г) 8Іп2 ф ‘ 

Умножаем это уравнение на 8 й® и интегрируем от 4 = 0 до 
4 = уИотср — Одо ср — у, так находим поверхность целой сферы. 
Уравнивая выражение, которое найдем таким образом для поверх¬ 
ности целой сферы с выражением, найденным выше для той же 
поверхности, заключаем, что 


С й 

[* л , (* Л л 8ІП 4 У1 — сов 2 п (г) 8ІП 2 4 8ІП 3 Ср 

.] ^ .! ^ 1 — С08 2 П (Г) ВІИ 2 4 ' 


2 8ІТ1 II (г) .1 * .1 ^ 1 — С08 2 П (г) I 

6 о 

Если означаем Е(а) эллиптический интеграл 


(30) 


1 — а 2 ѳіп 2 <р [ ш ]. 
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где а достоянное под знаком интеграла, то находим помощию ин¬ 
теграла, которого значение представляет сферу: 

а 

тіа _ С хйхЕ ( х) 

м/т _ а 2 ] (1 — Ж 2) У а 2 — Ж2 ’ 
ставя в интеграл (30) Т-— л вместо П(г), получим: 

тс тс 
~2 ~2 

71 д Г Г йу 8ІП 6 8ІП В 

2 «I ** Уі — 8ІП 2 ф 8ІП 2 Ф 8ІП 2 В 

П Л 7 11 


Произведя интегрирование в отношении ф в указанных грани¬ 
цах, находим: 

тс 

1Г 

*22 = ГЗ_1о 8 ( 1 , + ^?втД \ 

.! 81П \ 1 -81П <р 81П В ) 

О 

что принимает вид, когда поставим Щх) вместо со 

ъЖ= Где Іо 8 , 

у ь \ е 2 х -{- 1 — 2^8111221 5 


интегрирование по частям приводит этот интеграл к такому: 


_1 В _ Г (е 2х — 1 )е х х(1х 

4 8Іп В } е* х 2е 2а? сое 2В + 1 9 
о 

для В — ~ это уравнение дает: 



і 


х іх е х 
е2® — 1 - 


(31) 


Легко доказать справедливость уравнения (31) для сое 2_й>1 [ 35 о]. 
Мы в самом деле имеем: 


тс 



о 


откуда следует, что для всякого числа а 
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Переменяем это уравнение, полагая в нем е°со1&І^ = е ж ; 


получим: 


4-оо 

/ 


хйх _ 1 

+ е-®+« — 2 па ' 


этому уравнению легко можно дать еще такой вид [ зб1 ]: 

оо 

Г (е® — е~ х )хсІх _ 1 7і а 

) е 2х -[~ ( е2а + е~ 2а ) е~ 2х ‘2 е а — е~ а ? 
о 

откуда приходим снова к уравнению (31), ставя а\Г —1 вместо а. 
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25. Если за координаты принимаем дуги предельного круга, 
одна С проведенная от данной точки в плоскости пересекающей 
плоскость ху в прямой параллельной к оси х и которой дуге С 
эта параллельная, продолженная на стороне параллельности, слу¬ 
жит осью, другая т) в плоскости ж, у проведенная от конца С до 
оси #-ов, которая вместе служит осью этой дуге, если наконец за 
третью координату принимаем $, отрезок оси х от начала коор¬ 
динат до конца т], то элемент объема Р должен быть сІ~ б?т) [ Зба ]. 
Итак 

(РР = Лт] 

Полагаем еще С = соі§ П ( 2 ) [ 363 ], где 2 перпендикул от данной 
точки на плоскость ху ; получим: 


( . лгр V 

\ дѣ (іг\ сіг ) 


8 ІП П (2) 


Из уравнения предельного круга выводим 

= зіп П ( 2 ) [ 354 ], 

где р расстояние от пересечения дуги С с плоскостью ху до конца 
перпендикула 2 . 

Замечая к тому, что вследствие уравнения предельного кру¬ 
га и выражения дуги предельного круга в зависимости от орди¬ 
наты: 

со*дП(г/) =^е~Р, 
е^~ х = зіп П (г) зіп П (у) [з® 5 ], 


находим: 


откуда следует, что 


зіп II ( у ) зіп П (г) 


у &Х — ^ , 


сіх йу 


ЗІП II (у) ЗІп2 II (*) • 
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Умножая это выражение на сіх и интегрируя от х = 0 , получим: 
\йу с і г ) 8Іп П (у) віп 2 II (я) * 

Умножая то же выражение на йу и интегрируя от у = 0, 
получим: 

/*Р\ соІ§ П (у) 

\д,х йг ) віп 2 П (г) * 

Умножая наконец на й 2 и интегрируя от 2 = 0, получим: 

Если предпоследнее из этих выражений умножаем на Ахйг и 
потом интегрируем сначала в отношении к 2 от 2 = 0 до значе¬ 
ния 2 , ВЗЯТОГО ИЗ уравнения 8ІП П (г) = зіп П (х) 8ІП II ( 2 ), а потом 
в отношении к х от х = 0 до х = г, и если умножаем вывод на 8, 
чтобы получить объем целого шара, то находим объем целого 
шара {е 2г — е~ 2г — 4г}[ 367 ], что для г очень малого дает -ігг 3 , 

как в обыкновенной геометрии [ Зб8 ]. 



26. Чтобы элемепт объема выразить в полярных координатах, 
называем г расстояние от начала координат до точки [М] в про’ 
странстве, прямоугольные координаты которой х , у , 2 (черт. 43) 


14 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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Называем ^ прямую [0ІѴ~] , проведенную от начала координат до 
конца 2, Ѳ угол между г и со угол между ^ и осью положитель¬ 
ных х-оъ. Полагаем еще П (х) = X, П (?/) = Г, П^(^) = 2, П (г) = В, 
П (д) = ф. Ведем чрез данную точку плоскость перпендикулярно 
к оси 2 . Пусть г' прямая [МВ], проведенная »в этой плоскости 
от данной точки к оси 2 и полагаем еще П (г')=В'. 

Описываем около начала координат как центра сферу полу- 
поперечником г. Плоскость ху пересекает эту сферу в большом 
круге, окружность которого, согласно доказанному выше, будет: 

2тг соІ&ІК. 

Часть этого круга [ДО] [ збЭ ] между двух плоскостей, проведен¬ 
ных через ось 2 - ов и наклоненных одна к другой под углом со, 
должна быть 

со со!^і2. 

Окружность круга от пересечения той же сферы с плоскостью, 
проходящею чрез данную точку іі перпендикулярной к оси 2 , 
будет: 

2тгсо1& В\ 

А часть этой окружности между двух плоскостей, проведенных 
чрез ось 2 и наклоненных под углом <*>, должна быть: 

со СОІ§ В'. 

Изменение [ММ"], произведенное в этой последней дуге при¬ 
ращением угла со на <#со, должно быть 

б?со сощ В\ 

Прямоугольный треугольник [МОИ] , где гипотенуза г, один из 
боков прямого угла г' и угол против г ' равен X — 0, дает (урав¬ 
нение 12) і&п%В' сое Ѳ = 1ап^і2, откуда следует, что 
сіи* соі% В' = <Ао со!§ В сов 0. 

Окружность круга от пересечения той же сферы плоскостью, 
проходящею чрез ось 2 , равна 

2тг соі§і2, 

а дуга этого круга, которая соответствует углу Ь при центре, 
будет: 


Ьсоі^Х; 
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откуда следует, что изменение этой дуги [ММ"] , которое соответ¬ 
ствует приращению ЛЬ к углу Ѳ, должно быть: 

б?Ѳ соі§і2. 

Если все приращения бесконечно малы, то элемент объема вы¬ 
ражается, как в обыкновенной геометрии, произведением трех 
линий, перпендикулярных между собою 

йг, б?шсо8 6 соі§і2, сІЬ СОІ&І2, 

потому что объем этот может быть принимаем за призму [ 360 ]„ 
Итак, элемент объема выражается в полярных координатах: 

йт б?со со8 Ѳ со!§ 2 В = дРР 
или заменяя со!^ 2 Р его значением в г: 

<РР = -і йт (І(о сое 0 (е г — е~ г ) 2 [ 361 ]. 

Интегрируя сначала в отношении к г от г = 0, получим: 

РР = ~ йѲ (е 2г — е -2г — 4 г ). 

Для сферы, которой центр в начале координат, г не зависит 
от 6 и 

Интегрируя в отношении к ш от ш = 0 до м = 2и и в отноше¬ 
нии к 0 от 0 = 0 до 0 = ~ и умножая вывод на 2, получим объем 
целой сферы: ^ тс — е~ 2г — 4г), как выше. 

27. Рассматриваем теперь (черт. 44) часть $ поверхности пре¬ 
дельной сферы, ограниченной замкнутой линией, ведем из раз- 



Черт. 44. 


личных* точек этой пограничной линии прямые, параллельные 
к оси сферы; такие прямые образуют поверхность, которую мы 
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назовем по сходству коническою и которая простирается бесконечно 
в обе стороны, но на которой мы будем рассматривать только 
часть от предельной сферы, бесконечно простирающуюся в сторону 
параллельности осей предельной сферы. Пусть 8' будет часть 
другой предельной сферы с осями, параллельными к прежним 
и обращенными в ту же сторону; часть, которая находится внутри 
конической поверхности, а?, а? 7 и часть конической поверхности 
между обеими предельными сферами заключают объем, конечный 
во все стороны, который мы предлагаем определить. Называем с 
часть оси между двух предельных сфер. Повторяем прямую с 
несколько раз на одной из осей предельных сфер, проходящих 
чрез одну из точек кривой, ограничивающей а?, начиная с той 
точки, где эта ось пересекает а$ ѵ . Ведем чрез точки деления пре¬ 
дельные сферы с осями, параллельными к осям двух первых и 
обращенными в ту же сторону. Пусть 8'\ 8" г и т. д.—части этих 
предельных сфер внутри конической поверхности. Из того, что 
было доказано о дугах предельного круга, расположенных подобно, 
как и здесь о части предельной сферы, следует, что 

8’=Ве~*>, 8" = 8е~*с, 8"' = 8е-«° и т. д.[*»]. 

Называем еще Р, Р', Р" и т. д. объемы внутри конической 
поверхности между а$", между 8' и 8" и т. д* и заметим к тому, 
что объемы Р, Р г Р" и т. д. должны быть пропорциональны 
поверхностям а?, а$" 8" и т. д. Итак должно быть Р = С8, где С 
зависит только от с, откуда следует, что: 

Р' = С8' = С8е~ 2с , Р" = С8" = С8е~ іс . 


Сумма 2РМ поэтому будет объем внутри конической поверх¬ 
ности, которой основание а5 г и которая простирается безпрѳдельно 
в сторону параллельности прямых производящих. Пусть этот объем 


будет К; получим: 



Эта величина не должна зависеть от с, а это требует, чтобы: 

С= (1 — е~ 2с )А, 


где А число отвлеченное, а так как единица объема произвольна, 
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то мы примем С=^( 1 — е~ 2с ) с тем, чтобы объем Р, будучи 
выражен формулой 

Р=ІЯ(1-е-*0, 

обращался в Р = с8 для бесконечно малого с, выражение, которое 
согласно с тем, как выражается в обыкновенной геометрии объем 
призмы с основанием 8 и с высотою с . 

* Можно также за элемент объема принимать ограниченный дан¬ 
ною поверхностью объем внутри конической поверхности, обра¬ 
зуемой осями предельной сферы, проведенными чрез все точки 
кривой, ограничивающей часть данной поверхности бесконечно 
малой во все стороны. Большое число различных выражений для 
элемента той же геометрической величины доставляет средства 
для сравнения интегралов, средства, которые в особенности полезны 
в теории определенных интегралов. 



XIV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

28. Показав до сих пор, каким образом надобно вычислять 
длину кривых линий, величину поверхностей и величину объема 
тел, мы вправе утверждать, что пангеометрия составляет учение 
геометрическое полное. Одного взгляда на уравнения, которыми 
выражают зависимость углов и боков прямолинейных треуголь¬ 
ников, достаточно, чтобы доказать, что начиная с этих уравнений 
пангеометрия делается вычислением аналитическим, которое заме¬ 
няет и обобщает аналитический способ обыкновенной геометрии. 
Можно бы начать изложение пангеометрии уравнениями (19) и 
даже попытаться заменить эти уравнения другими, которые бы 
выражали зависимость боков и углов всякого прямолинейного 
треугольника. Но в этом последнем случае надо было бы доказывать, 
что эти новые уравнения согласуются с основными геометриче¬ 
скими понятиями. Уравнения (19) будучи выведены с помощию 
этих основных геометрических понятий, необходимо с ними со¬ 
гласуются. Итак, все уравнения, какими можно бы было заменить 
уравнения (19), должны, если они не будут следствием уравне¬ 
ния (19), привести к заключениям противным основным геомет¬ 
рическим понятиям. Итак, уравнения (19) служат основанием 
геометрии в самом общем виде, потому что они не зависят от 
предположения, что сумма трех углов во всяком прямолинейном 
треугольнике' равна двум прямым. 

Пангеометрия, как она здесь изложена, основанная на нача¬ 
лах несомненных, подает, как мы видели, средства к вычислению 
значения различных геометрических величин и доказывает вместе, 
что принятое в обыкновенной геометрии явно или скрытно пред¬ 
положение, что сумма трех углов всякого прямолинейного тре¬ 
угольника постоянна, не есть необходимое следствие наших поня- 
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Черт. 45. 


тий о пространстве. Один опыт только может подтвердить истину 
этого предположения, например, измерением : на самом деле трех 
углов прямолинейного треугольника, измерение, которое может 
быть произведено различным образом. Можно измерять три угла 
в треугольнике, построенном на искусственной плоскости, или 
три угла одного треугольника в пространстве. В этом последнем 
случае надобно предпочесть треуголь¬ 
ники, которых бока очень велики, по¬ 
тому что согласно с теорией пангео¬ 
метрии, разность суммы трех углов 
треугольника с двумя прямыми углами 
тем более, чем бока более. 

Пусть (черт. 45) г полупоперечник 
круга, А угол при центре между полу¬ 
поперечниками против хорды, рав¬ 
ной г [ 363 ]. Называем р перпендикул, 
опущенный из центра круга к хорде г, которую он разделяет по¬ 
полам. Рассматриваем один из прямоугольных треугольников, 
которого перпендикулярные бока р и ^, а гипотенуза г. 

Согласно с общим уравнением (13), в этом треугольнике будет: 

8Іп *ап& П (0 = ѣапд П (г), 

уравнение, которое в соединении с тожественным уравнением 

_ 8Іп2П (0 
2 с 08П (І) 

дает: 

8п4 = І8 іпП (0. 

В обыкновенной геометрии имеем: 

л = і- 

Пусть действительное измерение дает: 

л _ 2 * 

6 + .К ’ 

где К положительное число.. Итак должно быть 


Іап^ П (г) 


[364] 
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Если К л г даны, то возможно вывести из этого уравнения 
значение п(!) ; после чего находим угол параллельности П ( х) 
для всякой прямой х. 

Расстояние между небесными телами доставляет нам случай 
наблюдать углы треугольников, которых бока очень велики [ &вб ]. 
Называем а геоцентрическую широту неподвижной звезды (черт. 46) 



в данную эпоху, а [3 другую геоцентрическую широту той же 
звезды, которая отвечает времени, когда земля снова находится 
в плоскости перпендикулярной к эклиптике и проведенной чрез 
первое место звезды. Пусть 2 а расстояние между этими двумя 
положениями земли, § угол, под которым видно расстояние 2 а 
из звезды. Если углы а, (3, 8 не удовлетворяют уравнению а = (3-|-8, 
то это будет знаком, что сумма трех углов этого треугольника 
не равна двум прямым углам. Можно так выбрать звезду, что 
8 = 0 и можно всегда предположить, что существует линия х такая, 
для которой 


П (х) = а. 
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Если 8 = 0, то прямые, проведенные от двух положений 
земли к звезде могут почитаться за параллельные, вследствие чего 
должно быть р = II (а? —|— 2а), откуда следует согласно с доказанным 
выше, что 

Іап^ = е~ х , 1ап§ = е ~ х ~ 2п . 

Всякий раз, когда а и [3 в наблюдениях звезды, для которой 
о = 0 окажутся различными, два последние уравнения дадут х и 
а, выраженные посредством линии, принятой за единицу в пан¬ 
геометрии. Таким образом, зная угол параллельности П (х) для 
определенной линии х, можно вычислить угол П (у) для всякой 
линии у [ 366 ]. 




П Р ИМЕ ЧА Н ИЯ 




ГЕОМЕТРИЯ 

Сочинение «Геометрия» на первый взгляд является учебником — 
«классической книгой», т. е. руководством для прохождения элемен¬ 
тарной геометрии в классах гимназий. Именно такое назначение дал 
ему попечитель Казанского учебного округа М. Л. Магницкий, напра¬ 
вляя рукопись «Геометрии» на отзыв академику Фуссу *). 

Это неверно. «Геометрия» — повторительный курс, составлен¬ 
ный Лобачевским на основе лекций, читанных студентам Казанского 
университета на протяжении ряда лет. Он далек от полноты школь¬ 
ного учебника и отражает взгляды Лобачевского больше на обосно¬ 
вание и строение геометрии, чем на ее преподавание в среднем 
учебном заведении. В творчестве Лобачевского «Геометрия» занимает 
в 1823 году такое же место, какое занимают в 1835—36 годах его 
«Новые начала геометрии с полной теорией параллельных». Оба 
сочинения очень близки между собой и написаны по одному и тому 
же плану. Несомненно, что, составляя «Новые начала», Лобачевский 
отправлялся от «Геометрии». 

і На лекции Лобачевского и на сочинение «Геометрия» оказали, ко¬ 
нечно, большое влияние педагогические идеи французских энциклопе¬ 
дистов, в первую очередь Даламбера. Это подробно освещено в прево¬ 
сходных вводных статьях В. Ф. Кагана к сочинению Лобачевского 
«Геометрия» 2 ). Но основным для Лобачевского было показать студентам 
не то, как нужно учить школьников геометрии, а что лежит в основе 
этой науки, как она развивается из своих начальных положений. 
В этой своей задаче Лобачевский был несомненно близок Евклиду, 
но стоял он на совершенно иных, материалистических позициях. 

*) См. «Материалы для биографии Н. И. Лобачевского». Собрал и редак¬ 
тировал Л. Б. Модзалевский, М. — Л., 1948, стр. 155, № 189 и стр. 157, № 191. 
[В настоящем издании эта книга в дальнейшем цитируется просто «Модза¬ 
левский».] 

Отзыв Фусса помещен на стр. 389—390 настоящего издания. Разбор отзыва, 
сделанный В. Ф. Каганом, имеется в книге: Н. И. Лобачевский, Поли. собр. 
соч., т. П, стр. 39—42. 

2 ) «Учебная литература по элементарной геометрии в конце XVIII и в начале 
XIX столетий» и «Обзор сочинения „Геометрия сс », Н. И. Лобачевский, Поли, 
собр. соч., т. II, стр. 9—42. 
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«Геометрия» была подготовлена Лобачевским к изданию летом 
1823 года. Эта дата особенно важна потому, что она стоит непосред¬ 
ственно перед великим открытием Лобачевского — неевклидовой гео¬ 
метрией. Уже через год, в 1824 году, Лобачевский, повидимому, 
владел основными понятиями новой геометрии 1 ). 

Незадолго до представления «Геометрии» к изданию, в 1822—1823 гг. 
Лобачевский подробно изложил свои взгляды на строение геометрии 
и принципы ее преподавания в униве рситете в своем «Обозрении I» 2 ). 
«Обозрение 1» является как бы проспектом для «Геометрии», а «Гео¬ 
метрия»— реализация плана, изложенного в «Обозрении 1». 

В «Обозрении 1» Лобачевский указывает на две основные труд¬ 
ности при построении геометрии. 

Первая из них — «трудность различать составленные понятия от 
приобретенных» 3 ) (т. е. выводимые человеком от взятых из природы). 
«Этого еще нет ни в одной геометрии», утверждает Лобачевский, и 
в этом он совершенно прав: такая постановка вопроса была дана 
впервые Лобачевским. 

«Другого рода трудность в Геометрии представляет параллелизм 
линий, трудность до сих пор непобедимую» 4 ). Эта трудность была 
хорошо известна — она имела двухтысячелетнюю давность, и ее без¬ 
успешно пытались преодолеть крупнейшие математики многих веков 
и народов. 

В «Геометрии» делается попытка преодолеть первую трудность. 
Определяя геометрию как «часть чистой математики, в которой пред¬ 
писываются способы измерять пространство», Лобачевский указывает 
на единственное «удерживаемое от тел природы», сохраняемое в гео¬ 
метрии свойство — протяжение тел, которое в свою очередь опреде¬ 
ляется через их прикосновение. Эта идея через год после «Геометрии» 
получит свое развитие в «Обозрении 2» б ), а затем — в основных 
сочинениях Лобачевского — «Краткое изложение основ геометрии» 
(1826), «О началах геометрии» (1829), «Новые начала геометрии» (1835). 

Вторая трудность была преодолена великим открытием Лобачев¬ 
ского. Неевклидова геометрия еще не появляется в «Геометрии», но 
строение этого сочинения показывает, что Лобачевский уже вплотную 
подошел к ней. 


*) См. об этом на стр. 388 этой книги. 

2 ) Сокращенное название «Обозрения преподавания чистой математики на 
1822—1823 год», принятое в этой книге. Опубликовано в сборнике: Модзалев- 
с к и й, стр. 201—216. 

3) Модзалевский, стр. 204. 

4 ) Там же, стр. 205. 

5 ) «Обозрение преподавания чистой математики на 1824—1825 год», Модза¬ 
левский, стр. 173—185. 
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«Геометрия» естественно разделяется на три части, примерно оди¬ 
наковые по объему. 

Первая часть — главы I—V — охватывает абсолютную геометрию, 
т. е. не зависящую от постулата о параллельных линиях. Этот мате¬ 
риал Лобачевский отобрал почти с исчерпывающей полнотой. Фузио- 
низм Лобачевского (одновременное рассмотрение геометрии на пло¬ 
скости и геометрии в пространстве) объясняется как его материали¬ 
стическими установками, так и стремлением выделить все положения 
абсолютной геометрии. 

Вторая часть — главы VI—IX — собственно евклидова гесшетрия 
в той ее части, где измерения состоят в сравнении фигур и тел друг 
с другом при помощи разложения их на когруэнтные части без пре¬ 
дельного перехода. 

Наконец, последняя часть — главы X— ХІП —посвящена измере¬ 
ниям объема пирамиды, длины окружности и площади круга, объемов 
и поверхностей круглых тел — всех тех величин, которые опреде¬ 
ляются и вычисляются при помощи перехода к пределу. Этот пере¬ 
ход Лобачевский всегда проводит прямым интегрированием (в эле¬ 
ментарном изложении), которое было указано еще Архимедом и 
позже широко использовано Лобачевским в его «воображаемой гео¬ 
метрии». 

Отдельные существенные особенности «Геометрии» изложены 
в примечаниях к каждой главе и к отдельным местам сочинения. 
Здесь мы укажем только на две из них. 

В основе системы геометрии Лобачевский полагает только опре¬ 
деления; ни в «Геометрии», ни в своих последующих сочинениях 
Лобачевский не приводит аксиом . Свои «Геометрические исследования 
по теории параллельных линий» он начинает пятнадцатью предло¬ 
жениями, которые принимает за исходные или известные 1 ); боль¬ 
шинство из них представляет собой теоремы, доказательства которых 
общеизвестны; другие обычно входят в определения или аксиомы; 
Лобачевский не делает между ними различия. Даже в «Новых нача¬ 
лах геометрии с полной теорией параллельных», в этой фундамен¬ 
тальной попытке построения всей системы геометрии, Лобачевский 
не приводит аксиом, а дает доказательства даже самых очев идн ых 
предложений, е которые Евклид либо постулирует, либо просто опу¬ 
скает, но в дальнейшем неявно использует. Например, Лобачевский 
доказывает в «Новых началах геометрии» такие теоремы: «Через две 
точки пространства можно провести плоскость», «В пересечении двух 
плоскостей происходит прямая линия», «Прямые сливаются как скоро 
проходят через две точки» и т. д. 


1 ) См. стр. 96—97 этой книги. 
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Лобачевский не отрицает необходимости аксиом вообще. Рассма¬ 
тривая, например, теорию измерения геометрических величин в тех же 
«Новых началах геометрии», он говорит, что «нельзя здесь обойтись 
без особых вспомогательных предложений, которые принимают уже 
за аксиомы» *) и вводит три аксиомы измерения площадей. Но в ос¬ 
нование всей геометрической системы Лобачевский ставит не аксиомы, 
а первоначальные, неопределимые понятия «прикосновение», «про¬ 
тяжение», «тело»—понятия, непосредственно воспринимаемые нами 
из реального пространства. Аксиому же о параллельных линиях 
(пятый, постулат Евклида) заменяет общая теория, которую он впо¬ 
следствии назовет «Пангеометрия» и в которой «обыкновенная гео¬ 
метрия будет частный случай» і) 2 3 ). 

Конечно, с современной точки зрения такая система не является 
логически выдержанной. Как и Евклид, Лобачевский фактически 
опирается на положения, не высказанные явно. Но даже в своем 
раннем произведении «Геометрия» в вопросах строгости Лобачевский 
был впереди своих современников, и обвинение Фусса о том, что 
в этой книге «и следу нет» строгости 8 ), совершенно неправильно. 
Еще в большей степени это относится к последующим работам Лоба¬ 
чевского. Естественно, что Лобачевский не мог достигнуть современ¬ 
ного уровня строгости — аксиоматического обоснования геометрии 
установленного в начале XX столетия, — оно могло быть проведено 
именно на основе великого открытия Лобачевского 4 * ). 

Остановимся еще на том принципе, которому Лобачевский следует 
при расположении материала. Акад. Гурьев в предисловии к своему 
учебнику геометрии б ) говорит, что система изложения может быть 
расположена «или соображенная с началами, или соображенная 
с предметами». Расположение, сообразованное с началами, восходит 
от простейших понятий и образов к более сложным, рассматривая 
прямые линии, углы, треугольники, четырехугольники, многоуголь¬ 
ники, окружности и т. д.; при изучении более сложного объекта 
в этой системе можно пользоваться заранее подготовленными уста¬ 
новленными свойствами более простых объектов. Изложение, сообра¬ 
зованное с предметом, заключается в том, что каждый раз (а не 
раньше, не предварительно) в соответствии с основной задачей при¬ 
водятся те подсобные предложения, которые здесь имейно нужны. 

і) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. II, стр. 166. 

й) См. сочинение «Пангеометрия», стр. 139 этой книги. 

3) См. стр. 389 этой книги. 

4 ) Дальнейшая, заключительная часть этого вводного примечания к «Геомет¬ 

рии», взята из статьи В. Ф. Кагана «Обзор сочинения геометрии», Н. И. Лоба¬ 
чевский, т. П, стр. 36—37. 

б) С. Я. Гурьев, Основания геометрии, СПб, 1811. 
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С точки зрения такого подразделения, если его считать правильным, 
система Евклида «сообразована с началами» (так Гурьев и утвер¬ 
ждает), система же Лобачевского «сообразована с предметами». На¬ 
пример, Лобачевский отодвигает учение о равенстве треугольников 
до пятой главы и излагает даже учение о правильных многоуголь¬ 
никах и правильных многогранниках без его помощи, пользуясь 
непосредственным наложением. Не всегда это дает хорошие резуль¬ 
таты. Конечно, наложение делает многие доказательства более на¬ 
глядными, но это нередко вызывает длинноты и повторения. Это 
отмечено в своем месте в примечаниях к тексту «Геометрии». 

Вступление 

Небольшое вступление х ) Лобачевский начинает определением гео¬ 
метрии как «части чистой математики, в которой предписываются 
способы измерять пространство», и указывает на основное свойство 
тел природы — протяжение, которое только и сохраняется («удержи¬ 
вается») в геометрии от всех его физических свойств. Сразу же 
появляется понятие прикосновения , которое Лобачевский позже поста¬ 
вит в основание всей своей геометрической системы. Затем вводятся 
без всяких определений понятия об основных геометрических вели¬ 
чинах— линиях, поверхностях и телах, которые «можно представить», 
хотя «в природе все тела троякого протяжения», об их измерении и 
взаимном положении (касание, пересечение, слияние). Вступление 
заканчивается указанием на границу между геометрией и анализом: 
«Геометрия оканчивается там, где покажутся способы измерения всех 
геометрических величин». 

В этом вступлении ярко проявились две существенные общие 
черты, характерные как для сочинения «Геометрии», так и для дру¬ 
гих его работ. Во-первых, общее материалистическое направление 
мысли Лобачевского 2 ) сказывается как в самой точке зрения на 
существо и задачу геометрии, так и в выборе основных понятий, из 
которых он исходит. Во-вторых, эти основные понятия всегда носят 
топологический характер. В более обширном сочинении «Новые на¬ 
чала геометрии» эти черты проявилась с большей определенностью 8 ), 
но и в настоящем небольшом сочинении, в «Геометрии», их уже 
нельзя не усмотреть. 

1) Названия «Вступление» в рукописи Лобачевского нет; оно вставлено ре¬ 
дакцией (как и в Полном собрании сочинений, т. Н, стр. 43). 

2 ) См. об ѳтом на стр. 386. 

3) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. еоч., т. П, в особенности — в главе I 
сочинения («Первое понятие в геометрии», стр. 168—179; см. примечания к ней 
на стр. 467—472). 

15 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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[ х ] В соответствии с основной своей установкой: «Вся математика 
есть наука об измерении» *), Лобачевский в противовес Евклиду 
начинает свое сочинение утверждением, что геометрия есть «часть 
чистой математики, в которой предписываются способы измерять про¬ 
странство». Эта метрическая точка зрения была прогрессивной для 
того времени; она представляла собой протест против обучения осно.- 
вам геометрии по чисто формальной системе Евклида, отрывающей 
геометрию от каких бы то ни было ее приложений, сводящей ее 
только к тонкой логической концепции. Нет сомнения, что это был 
уже переход от идеалистических тенденций верного ученика Платона 
к материалистической установке. Правда, это был еще явно узкий 
механистический материализм, который и раньте имел немало сто¬ 
ронников. Ярким представителем его был Даламбер. Однако для 
студенческой аудитории того времени это уже был, несомненно, не¬ 
достаточно широкий взгляд, не оставлявший в геометрии ничего, 
кроме метрики, и притом взгляд уже недостаточно современный. 
Со времени опубликования плана Даламбера прошло уже 60 лет; 
в это время именно во Франции шло возрождение синтетических 
методов; Монжем уже была опубликована «изобразительная» или, 
как теперь говорят, «начертательная геометрия» 1 2 3 ), дисциплина, 
в которой метрические задачи играют доминирующую роль, но кото¬ 
рая имеет уже существенно новые задачи. Еще раньте появилась 
«геометрия положения» Карно 8 ). Целая школа развивала эти идеи 
в «Анналах Жергона», а в 1822 году уже появился знаменитый 
трактат Понселе 4 * ); говорить в ту пору студентам, что геометрия 
занимается исключительно измерением пространственных протяжений, 
было односторонним и во всяком случае уже несовременным. Оче¬ 
видно, в те годы научные течения еще медленно докатывались до 
далекой Казани. 

[2] Эту точку зрения на соприкосновение как на основное свой¬ 
ство геометрических тел Лобачевский сохранил и развивал во всех 
своих дальнейших сочинениях, делая понятие о прикосновении тел 
точкой отправления при построении всей геометрии, развертывая эту 
идею в целую систему. Первый замысел этой системы мы видим уже 
в «Обозрении 1» б ) и здесь, в «Геометрии», в первых же строках; 
Лобачевский, таким образом, пришел к нему очень рано. Он уже 
начинает с него изложение геометрии, а через год, в 1824 году 


1 ) «Обозрение 1», Модзалевский, стр. 205. 

2 ) О. М о и § е Отёотёігіе сіезсгірід ѵе, Рагіз, 1799. 

3 ) Іі. N С а г п о 1, Сгёотёиіѳ сіе розіііоп, Рагіз, 1803. 

4 ) «Г. V. Р о п с е 1 ѳ і, ТгаНё сіез ргоргіеѣёз йез Іі^цгез, Рагіз, 1822- 

0 См. стр. 887 ѳтой книги. 
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в своем «Обозрении 2» делает понятие о прикосновении краеуголь¬ 
ным камнем при построении всей геометрии: 

«Я думаю, что в геометрических телах рассматривается то 
свойство тел природы, которое называют прикосновением 1 ). Тела 
одинаковы геометрически те, которые наполняют одно место, 
которых одинаково прикосновение к окружающему простран¬ 
ству. В этом только отношении измеряются тела в геометрии, 
и это свойство тел должно быть ее предметом. Рассмотрим 
теперь, в чем должны заключаться ее основания» 2 ). 

И Лобачевский намечает тот план построения основ геометрии^ 
«опирающийся на понятие прикосновения, который позже будет реали¬ 
зован в работах «Краткое изложение основ геометрии» (1826) и 
«О началах геометрии» (1829) и обстоятельно развернут в его фунда¬ 
ментальном сочинении «Новые начала геометрии с полной теорией 
параллельных» (1835). 

[ 3 ] Взгляды Лобачевского на линии, поверхности и тела отчетливо' 
выражены в его «Обозрениях». В «Обозрении 1» (1822—1823) Лоба^ 
невский пишет: 

«Мы познаем в природе одни только тела; следовательно, 
понятие о линиях и поверхностях суть понятия произведенные, 
а не приобретенные, и посему не должны быть принимаемы за 
основание математической науки» 3 ). 

В «Обозрении 2» (1824—1825) эта хМысль выражена еще более ярко: 

«Поверхности и линии не существуют в природе, а только 
в воображении: они предполагают, следовательно, свойство тел, 
познание которых должно родить в нас понятия о поверхностях 
и линиях» 4 ). 

[ 4 ] Лобачевский с самого начала делит геометрию на лонгиметрию, 
планиметрию и стереометрию, однако в метрическом понимании 
этих терминов (измерение длин, площадей и объемов). Слово 
«планиметрия» Лобачевский, таким образом, понимает не в том смысле, 
в каком он употребляется в настоящее время, как геометрия пло¬ 
скости. Однако именно в том значении, в каком его употребляет 
Лобачевский, этот термин был распространен в математической лите¬ 
ратуре со времени своего возникновения, повидимому, в ХЛ в. (Ни^о 
РЬуаісиз). Как геометрия плоскости термин «планиметрия» появляется 

О Курсив Лобачевского. 

а ) Модзалевский, стр.'177. 

. 3 ) Там же, стр. 204. 

4 ) Там же, стр. 177. 
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только в конце ХУІІІ в. в сочинении Мейнерта 1 ) в 1790 г., т. е. 
всего за 30 лет до составления «Геометрии»; утвердился же он в этом 
значении значительно позже 2 ). Целесообразность этого подразделения 
геометрии уже оспаривалась в эпоху Лобачевского, оспаривается она 
и в настоящее время. Даламбер его принимает примерно в той форме, 
как это приведено здесь, у Лобачевского. Акад. С. Е. Гурьев в пре¬ 
дисловии к своим «Основаниям геометрии» 3 ) (1811) писал об этом 
следующее: 

«Сверх того, самый предмет геометрии, как то читатель 
усмотрит ниже, совсем не.требует столь, повидимому, естествен¬ 
ного разделения геометрии на геометрию линий, геометрию поверх¬ 
ностей и геометрию тел. Сие только есть един вид надобности, 
и Лежандр, один из математиков первого класса, предпринявший 
в сии последние дни исправить Елементы геометрии, не коле¬ 
бался пренебречь оною, мешая свойства линий со свойствами 
поверхностей, как сделал Евклид». 

Это замечание автора, со взглядами которого не всегда можно 
согласиться, всё же особенно справедливо в том отношении, что деле¬ 
ние это часто оставалось чисто формальным и авторами учебников, 
даже приводившими его, не выдерживалось. Менее всего это деление 
осуществляется в «Геометрии»; Лобачевский в действительности стоит, 
напротив того, на так называемой фузионистской точке зрения. 

Во всем, что не составляет предмета прямых измерений, Лобачев¬ 
ский не отделяет предложений плоской геометрии от аналогичных 
предложений, относящихся к пространству. Так, уже во второй главе 
он рядом с кругом рассматривает шар и сферу. И здесь уже лежат 
зародыши той системы геометрии, которую он строит в «Новых нача¬ 
лах». В третьей главе — «О перпендикулах» — он рассматривает взаим¬ 
ное расположение плоскостей, а в четвертой рядом с измерением 
прямолинейных углов, рассматривает измерение телесных углов, рядом 
с многоугольниками — многогранники. Лобачевский, таким образом, 
уже в начале века стоял на позиции фузионизма, которую в конце 
XIX в. защищали многие математики и педагоги 4 ). Фузионистскую 
точку зрения при построении начал геометрии нельзя считать обще¬ 
признанной; она имеет многих противников; в то время она была еще 


1) Г. Меіпегі, ЬеЪгЪисЬ <іѳг МаМіетаІік, И, Наііе, 1790. 

2 ) Подробнее об этом см. I. Т г о р і к е, О-езсЫсЫѳ <іѳг еІѳтепІаг-МаіЪетаіік,, 
2. Аиіі., Вегііп шкі Ьеіряі^, 1923, т. IV, стр. 33—34. 

3 ) С. Гурьев, Основания геометрии, СПб, 1811, 674 стр. 

4 ) Подробнее об этом см. О-. Ьогіа, Ьа Іиаіопе сіеііа ріапітеігіа соп Іа ѳіегео- 
теігіа, «Регіосііса <1і Маіетаііса», 15, Ьіѵогпо, 1899. 
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совершенно нова; мы не знаем никого, кто до Лобачевского стано¬ 
вился бы на эту точку зрения. Между тем, именно при повторном 
обзоре геометрии проводить эти сближения двумерных и трехмерных 
соотношений безусловно целесообразно. 

Но, как уже сказано выше, Лобачевский имеет при этом и свое¬ 
образную, характерную для его дальнейшего творчества цель: он 
тщательно отбирает в первой части своего сочинения весь тот материал, 
который не зависит от постулата о параллельных линиях! 

[ б ] Сведёние измерения к прикосновению при помощи промежу¬ 
точной операции наполнения, намеченное Лобачевским впервые в «Гео¬ 
метрии», было им разъяснено сначала кратко в «Обозрении 2» *) и 
в сочинении «О началах геометрии» 2 ), а затем подробно изложено 
в сочинении «Новые начала геометрии с полной теорией параллель¬ 
ных» (гл. I, ст. 2) 8 ). 

[ 6 ] Это определение, конечно, дефектно; в точке перегиба плоской 
кривой касательная переходит с одной ее стороны на другую; для 
кривой двоякой кривизны это определение лишено содержания. Пра¬ 
вильное общее определение касательной, установленное Ферма и 
сообщенное Декарту в 1638 году, как предельного положения секущей, 
по существу, настолько элементарно, что в сочинении такого типа, 
как «Геометрия», могло бы найти себе место. Лобачевский предпочел 
упрощенное определение, имея, повидимому, в виду, что ему придется 
применять его только к окружности. То же относится и к касанию 
поверхностей. 

[ 7 ] Это определение границы, которая отделяет геометрию в ее 
синтетическом построении от приложения анализа к геометрии, впер¬ 
вые намечено Лобачевским еще в «Обозрении 1» 4 ): 

«Под началами геометрии разумею я ту часть геометрии, 
в которой нельзя обойтись не рассматривать геометрические вели¬ 
чины в пространстве. Ход сей части геометрии таков, что здесь 
от частных случаев восходят постепенно к более и более общим; 
следовательно, совершенно обратный нежели в анализе, где от 
общих случаев переходят к частным. Способ учения начал гео¬ 
метрии не подлежит никакому общему правилу и не может быть 
никак заменен анализом; по крайней мере при нынешнем состоя¬ 
нии сей науки, а вероятно останется и навсегда таковым. Начала 


1) Модзалевский, стр. 177 и 178. 

2 ) Н. И. Лобачевский, Поли, собр. еоч., т. I, стр. 187 и 188. 

3 ) Там же, т. II, стр. 169—170. 

4 ) Модзалевский, стр. 206. 
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геометрии продолжаются до тех пор, покуда будут сысканы 
общие правила для определения места в пространстве, для изме¬ 
рения треугольников и пирамид; тогда оканчивается синтез, и 
аналитическая геометрия продолжает науку в виде алгебры». 

Свои соображения о границе анализа и синтеза в геометрии Лоба¬ 
чевский развивает и во всех своих дальнейших геометрических рабо¬ 
тах, особенно подробно в «Обозрении 2» х ) ив «Новых началах гео¬ 
метрии с полной теорией параллельных» 9 ). Эти вопросы имели для 
Лобачевского принципиальное значение, так как выясняли, до какого 
предела нужно довести синтетическое построение новой, «воображае¬ 
мой геометрии», чтобы иметь уверенность в ее логической правиль¬ 
ности. В заключении своего сочинения «О началах геометрии», 
в котором впервые было напечатано замечательное открытие Лобачев¬ 
ского, он пишет 1 2 3 ): 

«После того, как мы нашли уравнения (17), которые пред¬ 
ставляют зависимость углов и боков треугольника; когда, нако¬ 
нец, дали мы общие выражения для элементов линий, площадей 
и объема тел, все прочее в Геометрии будет уже аналитикой, 
где исчисления необходимо должны быть согласны между собою 
и ничего не в состоянии открыть нам нового, чего бы не заклю¬ 
чалось в тех первых уравнениях, откуда должны быть взяты 
все отношения геометрических величин друг к другу». 

Это же повторяет Лобачевский и в своем последнем сочинении 
«Пангеометрия» за год до смерти 4 ): 

«С этими уравнениями пангеометрия переходит в Аналитику 
и таким образом составляет особенную полную геометрическую 
теорию». 


Глава Т. Измерение линий 

Глава I названа «Измерешіе линий», повидимому, в соответствии 
с установленным во введении общим делением геометрии. Но факти¬ 
чески она разбивается на три части. Первая часть содержит опреде¬ 
ления основных геометрических образов: прямой, плоскости, круга и 
его элементов. Вторая занимается измерением частей прямой и окруж¬ 
ности; большое место в ней занимает изложение алгоритма Евклида. 
Наконец, третья посвящена измерению кривых линий. Сообразно этому 
глава разделена на три абзаца. 

1) Модзалевский, стр. 173—174. • 

2) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. П, стр. 164—166. 

3) Там же, т. I, стр. 260—261. 

4 ) См. стр. 164 этой книги. 
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[ 8 ] Определение прямой линии разбито на две части, которые устана¬ 
вливают, что прямая вполне определяется двумя точками как по своей 
форме, так и по положению в пространстве. Равные дуги равных окруж¬ 
ностей удовлетворяют первому требованию: они сливаются, вернее, могут 
быть приведены в совмещение, когда у них общие концы, но не удо¬ 
влетворяют второму: они могут и не совпадать при общих концах. 

Это определение прямой в той или иной модификации, чаще всего 
в той форме, что прямая остается неподвижной, когда закреплены 
две ее точки, было широко распространено уже в древности. Его при¬ 
водит уже Прокл в своих комментариях ко II определению в «Нача¬ 
лах Евклида» х ). Оно восходит, повидимому, еще к Герону Александ¬ 
рийскому (около 100 г. до н. ѳ.). У Гильберта 2 ) две части определения 
Лобачевского в некоторой модификации выражены в аксиомах І х (две 
различные точки А и В определяют прямую а), І 2 (любые две точки 
прямой определяют эту прямую). Вален во введении к своей 
«Абстрактной геометрии» 3 ) говорит: «Предложение „двумя различными 
точками прямая однозначно определяется**, повидимому, в такой мере 
неразрывно связано с самым понятием прямой линии, что опре¬ 
делению прямой естественно дать такое выражение, чтобы это пред¬ 
ложение входило в его состав». Лобачевский ввел, таким образом, 
в определение прямой наиболее существенные (хотя и не все) ее 
признаки. Заметим еще, что это определение прямой Лобачевский, по 
существу, сохранил и в дальнейшем развитии своих идей по обосно¬ 
ванию геометрии (см. «Новые начала геометрии с полной теорией 
параллельных», гл. II, статья 25 4 ). 

В большинстве современных систем оснований геометрии (напри¬ 
мер 1 , у Гильберта 6 )), прямая включается в состав основных понятий и 
ей не дают полного и явного определения; неявно она определяется 
всей системой аксиом геометрии 6 ). Приведенные выше попытки опре¬ 
делить прямую линию имеют, главным образом, историческое значение. 

«сРгосіі БіайосЬі.,.. Соттѳпіагіі», Ьеіргі^, 1873, стр. НО. Другое, очень рас¬ 
пространенное издание на латинском языке: «Ргосіі БіасІосЫ... ИЬгі НИ», РаЪаѵіі 
1560, стр. 63. Об этих изданиях комментариев Прокла см. Н. И. Лобачевский 
Поли. собр. соч., т. I, стр. 35. 

2 ) Б. НіІЪегі, СтшиЛа^ец <іег 0-еотеІгіе. Первое издание, по которому при¬ 
ведена цитируемая формулировка, вышло в 1899 г. Последнее издание, значительно 
переработанное и дополненное, вышло в 1930 г. (7-е изд.; русский перевод с этого 
издания вышел в 1948 г.: Д. Гильберт, Основания геометрии, пер. под ред. 
П. К. Рашевского, М. — Л., 1948). В этом издании формулировки аксиом I* и І 2 
изменены. 

3 ) К. ТЬ. V а Ы ѳ п, АЪзігакЪе О-еотеіліе, Ьеіряі^, 1905. 

4 ) Н, И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. П, стр. 187. 

5 ) См. сноску 2 ) на этой странице. 

6 ) Подробнее об этом см. в статье А. Н. Колмогорова «Аксирма» в первом 
томе Большой Советской Энциклопедии, изд. 2-е, стр. 613—616. 
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[ 9 ] Это определение плоскости, помимо недостаточной точности его 
формулировки, страдает существенными дефектами и по самому своему 
содержанию. Прежде всего Гаусс еще в очень молодом возрасте заме¬ 
тил, что существование поверхности, с которой прямая совмещается 
всякий раз, как имеет с нею две общие точки, нуждается в доказа¬ 
тельстве в смысле совместимости этого определения со свойствами 
прямой линии. Уже в 1797 году в его дневнике значится запись: 
«Ріапі роззіЪіИіаІет сіетопзігаѵі». («Я доказал существование плоско¬ 
сти».) Не входя в большие подробности, ограничимся здесь замеча¬ 
нием, что Лобачевский, очевидно, и сам пришел к сознанию недоста¬ 
точности этого определения. В последующие годы он не считал воз¬ 
можным сохранить это определение плоскости и строил его в совер¬ 
шенно ином порядке идей х )- 

[ 10 ] Относительно определения круга ограничимся только следую¬ 
щим замечанием. Лобачевский ни в «Геометрии», ни в последующих 
сочинениях не отличает строго круга от круговой линии. Однако 
проводимое часто в современной литературе разграничение окружности 
как линии и круга как части плоскости, ограниченной окружностью, 
Лобачевскому не чуждо; в главе II он указывает, что «плоскость, 
ограниченная круговой линией, называется обыкновенно кругом»' 1 2 ). 
Но систематически он этого разграничения не выдерживает, оно и 
в настоящее время далеко не всегда проводится, хотя и имеет свои 
преимущества. 

Формулированное в конце определение окружности выясняется из 
другого определения, данного в «Новых началах геометрии с полной 
теорией параллельных», гл. П, ст. 36 3 ). 

«Плоскость, ограниченная замкнутой линией, называется 
вообще фигурой , а пограничная линия — окружностью». 

Таким образом, Лобачевский разумеет под окружностью периферию 
всякой замкнутой части плоскости, в частности, круга. Формулировку, 
приведенную в тексте, вряд ли можно признать удачной. 

[ п ] Построение метрики в геометрии всегда связано с большей 
или меньшей ее арифметиз.ацией; и такая арифметизация Лобачев¬ 
ским действительно проводится. Спор о геометрической или арифме¬ 
тической теории пропорций, таким образом, решается сам собой: отно¬ 
шение для Лобачевского всегда есть число. Так как измерение по 

1) См. «О началах геометрии» (Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, 
стр. 191) и «Новые начала геометрии с полной теорией параллельных» (там же, 
т. П, стр. 181). 

2 ) См. стр. 38. 

3) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. Н, стр. 199. 
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сути дела приводится к нахождению отношения двух значений вели¬ 
чины (двух «коликих»), то Лобачевский в первой же главе приводит 
Евклидов алгоритм для разыскания общей меры; получающееся в ре¬ 
зультате отношение он выражает непрерывной дробью, которая дей¬ 
ствительно наиболее отражает геометрический процесс; некоторые 
авторы называют и самый алгоритм методом непрерывных дробей, 
В «Новых началах геометрии с полной теорией параллельных» (гл. III, 
статья 38*)) Лобачевский указывает и значение этого выражения 
«содержания (т. е. отношения) двух линий», дающего своими подхо¬ 
дящими дробями исключительно хорошие приближения. Лобачевский 
вообще очень ценил непрерывные дроби и их приложения 2 ). 

В алгоритме Евклида особую роль играет, как известно, случай 
несоизмеримости; его обработка как с теоретической, так и с педаго¬ 
гической стороны служила предметом многостороннего обсуждения 
и споров со времен Евклида и, можно сказать, вплоть до наших дней. 
Трудность заключается здесь в двух моментах: во-первых, в самом 
определении несоизмеримого отношения, т. е. иррационального числа; 
во-вторых, в учении о пропорциональных величинах разного рода, 
т. е. в доказательстве равенства или неравенства иррациональных 
чисел или несоизмеримых отношений. Евклид сосредоточивает вни¬ 
мание на второй проблеме: он определяет не самое отношение, кото¬ 
рое как число для него вовсе не существует, а только условия, 
при которых два отношения равны или не равны; для этого он и 
излагает своеобразную теорию пропорций. Даламбер также игнорирует 
первую проблему. Но он молчаливо всегда постулирует существова¬ 
ние числа, выражающего отношение двух несоизмеримых значений 
одной и той же величины; равенство несоизмеримых отношений он 
рекомендует всегда доказывать приведением к абсурду; Лежандр 
и Лакруа так это неизменно и выполняют. Лобачевский же идет более 
прямым путем. 

В современной математике в теории иррациональных чисел или 
несоизмеримых отношений внимание сосредоточивается на первой 
проблеме. В той или иной форме несоизмеримое отношение всегда 
определяется совокупностью его последовательных приближений, 
и тогда равенство несоизмеримых отношений заключается в равенстве 
всех соответствующих приближений. К этой последней точке зрения 
по существу приближается и Лобачевский. Строгий, всегда последо¬ 
вательный эмпирик-материалист, он признает только процессы, фак¬ 
тически выполнимые. Разыскивая отношение так называемым 


*) Н. И. Лобачевский, Поли, собр. соч., т. П, стр. 201—203. 

2 ) Н. И. Лобачевский, Алгебра или вычисление конечных. Там же, 
т. IV, стр. 100. 
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алгоритмом Евклида («Начала», книга VII, предложение 2), т. е. после¬ 
довательным делением, он считает, что этот процесс заканчивается 
тогда, когда остаток перестает быть доступным нашим ощущениям. 
Он говорит: 

«Наконец не должно выходить остатку или, что все равно, 
быть так малу, что чувства не могут его давать знать, того менее 
орудие мерять». 

В этот момент процесс обрывается, отношение представляет собой 
рациональное число, выражаемое непрерывной дробью. Для Лобачев¬ 
ского, таким образом, существуют только рациональные приближен¬ 
ные отношения, выражаемые с любой доступной нам точностью. Во¬ 
прос об иррациональных отношениях как бы отпадает; это, конечно, 
дефект теоретической установки; но при установлении пропорциональ¬ 
ности Лобачевский доказывает, что соответствующие отношения будут 
равны, какова бы ни была доступная нам точность. По существу это, 
конечно, лишь иное выражение той же идеи, которая лежит ^в основе 
современной постановки вопроса; немного слов нужно изменить в фор¬ 
мулировках Лобачевского, чтобы к ним присоединился современный 
математик. 

[ 1а ] Лобачевский вводит метрическую систему с ее децимальными 
подразделениями; ниже, в главе II, он делит угол на 100 градусов. Как, 
может быть, никто другой в России того времени, он понимал зна¬ 
чение единого стандарта и упрощенной техники вычисления. И с пер¬ 
вого же сочинения, предназначенного для печати, он выступает со 
обоими своеобразными взглядами, не страшась нападок, которые 
не замедлили последовать. В своем отзыве на сочинение «Геометрия» 
академик Фусс с негодованием говорит 1 ): 

«Странно, что сочинитель принимает французский метр за 
единицу при измерении прямых линий и сотую часть четверти 
круга, под именем градуса, за единицу при измерении дуг круга. 
Известно, что сие разделение выдумано было во время фран¬ 
цузской революции, когда бешенство нации уничтожить всё прежде 
бывшее распространялось даже до календаря и деления круга». 

[ 13 ] Нельзя не отметить, что определение длины кривой как пре¬ 
дела длины вписанной в нее ломаной линии, когда все звенья по¬ 
следней бесконечно убывают, вполне соответствует современной точке 
зрения на этот вопрос. Вообще в этом рассуждении было бы доста¬ 
точно внести незначительные изменения формулировки, чтобы оно могло 
найти себе место в настоящее время в научном изложении метриче¬ 
ской геометрии. 


!) См. стр. 389 этой книги. 
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Глава II. Об углах 

Содержание этой главы выходит далеко за пределы ее названия. 
Собственно углам' посвящена только первая половина главы, в кото¬ 
рой содержатся сведения о плоских и двугранных («плоскостных») 
углах и об их измерении. Вторая же половина главы содержит све¬ 
дения о шаре, многоугольниках, многогранниках и обо всех понятиях, 
связанных с ними; повидимому, было бы целесообразным выделить 
Фту половину в отдельную главу. Но, как и во всем сочинении, 
Лобачевский, установив понятие об угле, использует его возможно 
шире и приводит всё, что с ним связано. 

Лобачевский откладывает до главы IV понятие о многогранном 
ч(«телесном») угле, хотя, повидимому по недосмотру, пользуется этим 
^понятием уже в конце главы Н, при определении пирамиды. 

В заключительной части главы появляется важное понятие объема 
-тела как пространства внутри тела. Этому понятию место, конечно, 
раньте — во введении. 

[ 14 ] Введение десятичного деления углов и, в частности, центе- 
-зимального деления прямого угла, которое акад. Н. И. Фусс в своем 
«отзыве о «Геометрии» (стр. 389) рассматривает как порождение фран¬ 
цузской революции, в действительности имеет очень продолжительную 
ш своеобразную историю *). На цент езимальном делении угла в 1585 году 
настаивал известный голландский математик С. Стевин (Зітзоп 81ѳѵіп), 
которому принадлежит открытие десятичных дробей. В XVII в. деле¬ 
ние градуса на сто частей фактически проводится, главным образом, 
в Англии в первых логарифмических таблицах тригонометрических 
величин Вриггом (Вгі^з, 1633), Роэ (Кое, 1633), *.Аутредом (Оиігей, 
1657). Мысль сделать в этом направлении последний шаг и устано¬ 
вить деление прямого угла на сто частей возникла в первый раз 
в Германии. В 1783 году Шульце (*Г. С. Зсішігѳ) выпустил спра¬ 
вочник («ТазсЬепЪисЬ»), в котором сообщает, что для него были уже 
готовы тригонометрические таблицы, когда Лагранж, состоявший тогда 
„директором Берлинской астрономической обсерватории, пришел к мысли 
перечислить их по центезимальной системе деления прямого угла; 
=это действительно было выполнено, и центезимальные таблицы 
были выпущены Гобертом и Иделером 1 2 ). Таким образом, не только 

1) Подробные сведения об этом см. I. ЛѴ. Сгіаізііег, КерогЬ оп таШѳтаіісаІ 
гіаЫѳз, КэрогЬ о! Ъп.е ВгіЬіза АззосіаМоп, 1873; А. ЗсЬиІке, 2иг сіегітаПеіІип^ 
«сІѲ8 \Ѵтке1з, ЯеіізсІігШ; Ійг таШет. ип(1 паіигѵѵіззепзск. БпЪетсМ, 27 , 1896. Наи¬ 
более обстоятельно этот вопрос изложен у Мемке: К. Меіішке, ВѳгісШ йЪѳг <1іѳ 
ѴѴткеІіеі1ші<*, «<ІаЬгезЪегісШ <1. Веиізсіі. МаШет. Ѵегеіпі^ип^», 8, 1890. Последняя 
работа содержит детальные литературные указания. 

2) • X Н о Ъ е г Ъ и. СЬ. Ь. I (і е 1 е г, Изие Ъгі^опотеігізеііѳ Таіеіп, Вегііп, 1792. 
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возникновение идеи о центезимальном делении угла, но даже первое ее 
осуществление имело место не во Франции, а в Англии и Германии^ 
Но в пору установления метрической системы тот же вопрос возник, 
и во Франции. Преимущества центезимального деления обстоятельно-' 
изложил Лаплас в своей «Системе мира» 1 ); они подробно обоснованы 
в докладе Парижской академии наук, сделанном 12 марта 1791 года, 
комиссией в составе Борда, Лагранжа, Лапласа и Монжа. На центе¬ 
зимальном делении настаивали также Даламбер, Леверье, Био и др~ 
Центезимальная система была в начале XIX в. принята в учебных: 
руководствах Лежандра, Лакруа, Бурле и др. 

Относительно практического осуществления центезимального де¬ 
ления мы вынуждены ограничиться ссылкой на указанную выше- 
литературу. Заметим только, что на эти начинания было затрачено 
много усилий; они не имели большого успеха, главным образом,, 
потому, что требовали сложной и тщательной переработки огромного 
табличного материала и карт, а также сооружения новых астрономи¬ 
ческих инструментов. И все же специалисты считают, что перед этими 
трудностями нельзя останавливаться. 

Вряд ли может быть сомнение в том, что именно этой системе?* 
измерения углов принадлежит будущее; она была результатом глубо¬ 
ких соображений величайших ученых всего мира. И то обстоятельство^ 
что Лобачевский присоединился к ним, не боясь нападок со стороны 
рутинеров, говорит о живом прогрессивном чутье и составляет егс*' 
несомненную заслугу. 

[іб] д то своеобразное определение угла связано с метрической точ¬ 
кой зрения, на которой Лобачевский твердо стоит. Угол для него 
только число (хотя бы и именованное); самый образ отходит на задний 
план. Это определение угла Лобачевский сохраняет во всех своих:, 
сочинениях. В сочинении «О началах геометрии» оно еще более уточ¬ 
няется: единица дуги выбирается так, чтобы вся окружность выра¬ 
зилась числом 2тс; к этому прибавлено: 

«Так выраженная дуга называется линейным углом или углом: 
тех двух линий, которые, идя чрез концы дуги, встречаются 
в центре круга» 2 ). 

[ 16 ] Лобачевский, повидимому, хочет сказать, что это свойство 
должно входить в самое определение плоскости. Действительно, тол¬ 
кование, близко подходящее к дословному тексту, заключается в сле¬ 
дующем: это — «необходимое требование», постулат, который должен. 

*) Р. 8. Ьаріасѳ, ЕхрозШоп (іи зузіёте (іи тощіе, Рагіѳ, 1796. В третьем, 
издании (Рагів, 1808) это изложение находится на стр. 72—73. 

2) Н. И. Лобачевский, О началах геометрии, Пот. собр. соч., т. I, стр. 192„ 
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*быть в той или иной форме включен в определение плоскости или 
приобщен к нему. Из того определения плоскости, которое дано выше 
в тексте, оно не вытекает. 

В своих последующих работах («О началах геометрии», «Новые 
начала геометрии с полной теорией параллельных») Лобачевский 
щает совершенно другое определение плоскости: он называет плоскостью 
поверхность, где пересекаются равные сферы вокруг двух постоянных 
центров *). 

[ 1Ѵ ] Таким образом под двугранным углом Лобачевский разумеет 
«его линейный угол, т. е. опять-таки число (в обычной терминологии — 
"численное значение линейного угла). Однако такому определению 
.должно было бы быть предпослано доказательство того, что все линей¬ 
ные углы одного и того же двугранного угла равны. К тому же это 
доказательство не должно опираться на свойства параллельных линий. 
Такое доказательство действительно может быть дано, но оно требует 
некоторой стереометрической подготовки 2 ). 

[ 18 ] Определение шаровой поверхности приведено именно здесь, 
повидимому, потому, что Лобачевский отождествляет (метрически) 
•телесный угол с поверхностью, вырезываемой его конической оболоч¬ 
кой на сфере, подобно тому как прямолинейный угол он отожде¬ 
ствляет с дугой, вырезываемой его сторонами на окружности 
^см. гл. IV). Может быть, именно с точки зрения его «предметной» 
системы расположения материала это определение было бы уместно 
поместить в начале главы IV. Лобачевский правильно отмечает воз¬ 
можность измерять одни части сферы другими частями той же сферы 
вследствие того, что части сферы могут скользить одна по другой, 
как дуги одной и той же окружности. Однако аналогия здесь непол¬ 
ная вследствие двумерности сферы: движения на ней происходят не 
с одной, а с тремя степенями свободы; разыскание отношения двух 
частей сферы здесь поэтому значительно сложнее, чем для дуг круга. 
Гораздо большее значение имеет именно в той системе, которая про¬ 
ведена в «Геометрии», другая аналогия: сфера имеет конечную вели¬ 
чину и каждая площадь на ней может быть выражена в частях сферы 
как дуга окружности в частях всей окружности (см. ниже, приме¬ 
чание [ 32 ]). 

[ 19 ] Определения прямоугольного треугольника, гипотенузы и 
катетов были бы, конечно, уместнее после того, как доказано, что 
•треугольник не может иметь более одного прямого угла. 

Отрезок , в современной терминологии — сегмент; вырезок — сектор. 

х ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. еоч., т. I, стр. 191 и т. II, стр. 181. 

2) См. В. Ф. Каган, Основания геометрии, ч. I, М.—Л., 1949, стр. 405—406. 
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Глава Ш. О перпендикулах 

Эта глава содержит большой материал абсолютной геометрии, так; 
или иначе связанный с понятием перпендикулярных прямых и пер¬ 
пендикулярных плоскостей, введенных в предыдущей главе. Из геот 
метрии на плоскости в этой главе приводятся свойства равнобедренных, 
треугольников и основанные на них способы построения перпендикуля¬ 
ра; из геометрии в пространстве даны определение перпендикуляра к 
плоскости, его свойства и соответствующие построения. 

В конце главы доказывается, что перпендикуляр есть кратчайшее? 
расстояние от точки до прямой и до плоскости. 

В главе при доказательствах широко используется движение; под¬ 
робнее об этом сказано в примечаниях к соответствующим местам. 

[ 20 ] Это и последующие предложения Лобачевский доказывает прис 
помощи движения. 

Одним из коренных вопросов в деле построения элементарной: 
геометрии является та роль, которая при этом должна принадлежать, 
движению. Евклид отводит движению незначительное место: устано¬ 
вив при помощи движения равенство треугольников по двум сторонам^ 
и углу между ними (предложение 4 книги I) и по трем сторонам 
(предложение 8 книги I), Евклид в дальнейшем тщательно его избе¬ 
гает, заменяя его формальными рассуждениями, основанными на усло¬ 
виях равенства треугольников. Даламбер в противовес гэтому пред¬ 
лагает пользоваться движением и, в частности, наложением какг 
основным методом геометрического доказательства. Лежандр в неко¬ 
торой степени следует этому указанию. Лобачевский идет по этому 
пути решительнее, чем это делал кто-либо до него или в ближайшиѳг^ 
годы после него. Всякое сопоставление в смысле установления усло¬ 
вий равенства или неравенства Лобачевский проводит, сводя соот¬ 
ветствующие фигуры в пространстве. Хорошо известно, что позднее 
Гельмгольцем, Софу сом Ли и Клейном движение было признано основ¬ 
ной характеристикой пространства. 

[ 21 ] Последнее соображение фактически имеет в виду доказать, чта< 

из одной и той же точки А не могут выходить два перпендикуляра 
АВ и А С к одной и той же прямой ВС. Проще всего это доказывается, 
при помощи теоремы о внешнем угле, как это обычно и делается 
в наших руководствах. Но и в «Началах» Евклида построение пер¬ 
пендикуляра из точки на прямую (I, 12) излагается до теоремы 

о внешнем угле (I, 16). Прок л, комментируя это предложение, вскры¬ 
вает коренящийся в нем дефект. 

Рассуждение Лобачевского сводится к тому, что прямые АВ и АС % . 
если бы они обе были перпендикулярны к ВС, при повороте тре- 
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угольника АВС вокруг ВС до его возвращения в ту же плоскость 
пошли бы по своим продолжениям и встретились бы вторично в точке А\ 
симметричной с А относительно ВС. Это рассуждение проведено 
в «Началах» Лежандра (предложение I, 13). Рисунок Лобачевского, 
можно сказать, совпадает с рисунком 31 в «Началах» Лежандра. 

[ 2 - 2 ] 0 ТО рассуждение не обосновано, как и совершенно аналогич¬ 
ное рассуждение в предложении 1 книги I «Начал» Евклида. Точное 
обоснование требует соображений, которые опираются на непрерывность 
прямой и окружности, или иных постулатов, характеризующих строе¬ 
ние прямой и плоскости. Подробнее об этом см. «Начала Евклида», 
примечания к предложению 1 книги 1 1 ). 

[ 2Б ] Это место нечетко выражено, но мысль автора совершенно 
ясна; графически построение точки В выполняется циркулем обыч¬ 
ным образом. 

Далее треугольник АЕВ налагается на АЕС ; их совмещения воз¬ 
можно, потому что /^АВВ — ^АСВ, /^ЕВВ = /^ЕВС и, следова¬ 
тельно , АВЕ = А СЕ. 

[ 24 ] Это доказательство относится к числу тех, которые Лобачевский 
осуществляет, пользуясь непосредственно движением л избегая более 
формальных рассуждений, основанных на равенстве треугольников 
(см. примечание [ 20 ]). 

[ 2б ] Доказательство совершенно точное; к нему также можно 
отнести предыдущее примечание. Отметим отчетливо его детали. Рас¬ 
сматривая три плоскости как твердую (неизменяемую) систему, повер¬ 
нем всю фигуру так, чтобы угол КНВ совместился*'с равным ему 
углом ВШ , плоскость ЕЕ совместится, следовательно, с самой юобой. 
Плоскости АВ и СВ , пересечения которых с плоскостью ЕЕ не изме¬ 
нились, как перпендикулярные к ЕЕ } также совместятся каждая с самой 
собой. Остальное ясно. 

[ 26 ] «Восставить перпендикул на плоскости» — под этим пони¬ 
мается проведение перпендикуляра к плоскости из точки на ней 
лежащей. 

[ 27 ] Подразумевается, что этот второй перпендикуляр проводится 
через точку пересечения первого перпендикуляра к заданной линии. 


О «Начала Евклида», кн. I—VI, пер. с греческого и комментарии Д. Д. Мор- 
духай-Болтовского, М. — Л., 1948, примечание 30 (стр. 255). 
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[ 28 ] Для ясности приводим построение на черт. 1, как это сделано 
Лобачевским в двух предыдущих абзацах. 

Пусть АВ — данная прямая в данной плоскости СгН. В этой пло¬ 
скости проводим прямую ОБ, перпендикулярную к АВ , затем про¬ 



водим прямую ЕВ , проходящую также 
перпендикулярно к СБ, но вне пло¬ 
скости ОН; тогда АВЕ и будет требуемая 
плоскость. 

[ 29 ] Неясно, для чего понадобился 
второй перпендикуляр. Достаточно из 


Черт. 1. 


какой-либо точки данной прямой опу¬ 
стить перпендикуляр на данную пло¬ 


скость; требуемая плоскость проходит через данную прямую и этот 
перпендикуляр. Это тем более существенно, что при построении, 
предлагаемом Лобачевским, нужно еще доказать, что два перпендикуля¬ 
ра к данной плоскости сами расположены в одной плоскости. 

Следующее за этим построение вызывает еще большие сомнения, 
так как неясно, как в данной плоскости провести перпендикуляр 
к пересекающей ее прямой; вряд ли это возможно сделать без по¬ 


строения, указанного выше. 


[ 30 ] На все эти «построения» следует, собственно, смотреть только 
как на доказательство существования соответствующих перпендику¬ 
ляров или перпендикулярных плоскостей. 


[ 31 ] Обычные доказательства этого предложения распадаются на 
два типа: а) установив предварительно теорему о внешнем угле и 
соотношения между сторонами и углами 
треугольника, основывают доказательство 
на том, что катет меньше гипотенузы (не¬ 
мецкая система: Кестнер, Вольф); б) про¬ 
должив перпендикуляр АВ за точку В на 
расстояние ВА / = В А (черт. 2), основывают # 
доказательство на том, что прямая А А' 
короче ломаной АЕА' (французская система: 

Лежандр, Безу). 

Лобачевский, повидимому, считал свое 
доказательство более наглядным. Но со сто- А' 

роны строго логической оно дефектно: если Черт. 2^ 

предложения о перпендикуляре и наклон¬ 
ных доказаны, то, основываясь на них, можно доказать, что внутрен¬ 
ние точки хорды лежат внутри круга. Лобачевский же опирается на 
это предложение, не доказав его предварительно. 
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Глава ІУ. Измерение телесных углов. О правильных 
многогранниках и телах 

Это — очень важная глава, которую Лобачевский позже в «Новых 
началах геометрии с полной теорией параллельных» полностью вос¬ 
производит и развивает *). Основные свойства телесных (трехгранных 
и многогранных) углов изоморфны свойствам сферических треуголь¬ 
ников и многоугольников — Лобачевский рассматривает их совместно 
и даже определяет телесный угол как вырезаемую им часть поверх¬ 
ности шара, центр которого совпадает с вершиной угла. Соотношения 
сферической геометрии (и сферической тригонометрии, которую Лоба¬ 
чевский в этом сочинении не рассматривает) носят абсолютный харак¬ 
тер и прямо переходят в соотношения плоскости Лобачевского — это 
важнейший факт, который Лобачевский отмечает во всех своих сочи¬ 
нениях по «воображаемой геометрии». 

Введя основные понятия, связанные с телесными углами, Лоба¬ 
чевский сначала доказывает равенство «вершинных» (т. е. вертикаль¬ 
ных) телесных углов при помощи разбиения их на соответственно кон¬ 
груэнтные части, а затем выводит для них своеобразно выраженную 
теорему о том, что площадь сферического многоугольника пропор¬ 
циональна его угловому избытку: «величина телесного угла будет 

• {сумма плоскостных углов — (п — 2) 200°}» 2 ). Эта теорема позже 

пере йд ет в известное соотношение геометрии Лобачевского о пропор¬ 
циональности площади прямолинейного треугольника и его углового 
дефекта 3 ). 

Во второй половине главы Лобачевский рассматривает правиль¬ 
ные многоугольники и правильные многогранники, ограничиваясь 
только теми их свойствами, которые не зависят от постулата о парал¬ 
лельных линиях. Это сделано с большим искусством; доказательство 
того, что число правильных многогранников не превышает пяти, 
основанное на теореме Эйлера о многогранниках, является наиболее 
оригинальным во всем сочинении. Лобачевский повторяет его в сочи¬ 
нениях «О началах геометрии» и «Новые начала геометрии с полной 
теорией параллельных» 4 ). 

[82] Таким образом, Лобачевский называет телесным углом много¬ 
гранный угол, выраженный в градусах, — он остается и здесь верным 

1) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. П, стр. 227—251. 

2) Множитель ~ в этой формуле получается в результате своеобразно вы¬ 
бранной единицы для измерения телесного угла. См. об этом примечание [ 32 ]. 

в) См. «Пангеометрия», стр. 183 этой книги. 

4 ) П. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 192—193 и т. П, стр. 238. 


16 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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своей метрической (численной) точке зрения на угол. Но устанавли¬ 
ваемый им метод численного выражения угла расходится с тем, кото¬ 
рый принят в настоящее время; именно: телесный угол выражается 
у Лобачевского как здесь, так и в последующих его сочинениях 1 ), 
вдвое меньшим числом, чем это имеет место в современной литера¬ 
туре. Причины такого расхождения следующие. 

Согласно определению, данному в тексте, двугранный и телесный 
углы отождествляются с числом, выражающим в двугранных градусах 
ту часть сферы, которая вырезывается его гранями. С другой сто¬ 
роны, в гл. II двугранный («плоскостной», по Лобачевскому) угол 
с той же метрической точки зрения отождествляется со своим линей¬ 
ным углом. Чтобы это не вызвало расхождения, Лобачевский назы¬ 
вает сферическим градусом часть сферы, вырезываемую на ней дву¬ 
гранным углом в один градус, ребро которого проходит через центр 
сферы. Располагающиеся вокруг одного и того же диаметра 400 дву¬ 
гранных градусов делят сферу на 400 равных частей; градус пред¬ 
ставляет собой, таким образом, 400-ю часть сферы. Лобачевский назы¬ 
вает сферическим градусом всякую часть сферы, имеющую ту же 
площадь, и измеряет телесный угол площадью вырезываемой им части 
сферы, выраженной в этих градусах. Трижды ортогональный угол 
октанта содержит поэтому 50°. Если прямой угол измерять в радиа¬ 
нах, то он выразится числом , вся сфера — числом 2тг, а октант — 
числом ^ . Между тем, если измерять поверхность шара единичного 

радиуса (в один сантиметр) в единицах площади (в квадратных санти¬ 
метрах), то она выразится числом 4тг. В настоящее время телесный 
угол измеряют площадью, вырезываемой им на единичной сфере, и 
выражают эту площадь в квадратных метрах; это дает для телесного 

угла вдвое большее численное значение; октант выражается числом „ 

Иначе говоря, в настоящее время двугранные углы не относят к числу 
телесных углов и измеряют их так же, как это делал Лобачевский, 
линейным углом, телесные же углы измеряют площадью вырезывае¬ 
мой ими части сферы единичного радиуса, выраженной в квадратных 
единицах. 

[ 33 ] В связи с заключительным предложением предыдущей главы 
нет необходимости повторять то же рассуждение. Перпендикуляр СЕ 
представляет кратчайшее расстояние центра от секущей плоскости, 
а потому его основание Е упадет внутрь шара. 

1 ) См. Н. И. Лобачевский, О началах геометрии. Поли. собр. соч., т. I, 
стр. 192; Новые начала геометрии- с полной теорией параллельных, там же, т. II, 
стр. 204. 
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[34] Иными словами, многогранный телесный угол, вершина кото¬ 
рого совпадает с центром сферы, вырезывает сферический многоуголь¬ 
ник, сторонами которого служат дуги больших кругов. 

[ Сб ] Под термином «равны» Лобачевский никогда не разумеет кон - 
груэнтности\ для этого он пользуется термином «одинаковы». В согла¬ 
сии с определением телесного угла доказываемое предложение выражает*,, 
что вертикальные телесные углы вырезывают на сфере равновеликие 
сферические многоугольники. 

[ 36 ] Разъясняем это доказательство. Так как углы АСВ и А'СВ' 
равны, то мы приведем их в совмещение таким образом, чтобы пря¬ 
мая С А -совпала с С А', а СВ с СВ'. Тогда СВ и СВ' расположатся 
по одну сторону совмещаемых граней. Вследствие равенства дву¬ 
гранных углов при ребрах С А и С А' плоскость САВ упадет на 
плоскость СА'В', а по равенству углов АСВ и А'СВ' прямая СВ 
совместится с СВ' ; это влечет за собой совмещение трехгранных 
углов. 

Связки СА, СВ, СВ и СА', СВ', СВ' противонаправлены (одна—право¬ 
сторонняя, другая — левосторонняя). Вследствие равенства углов ВС А, 
ВС А, В'С А' и В'С А.' возможно совмещение сонаправленных связок СА, 
СВ, СВ с СА', СВ', СВ'. 

В рукописи Лобачевского при изложении этого доказательства допу¬ 
щены описки, искажающие смысл 1 ). Здесь текст исправлен. 

[ зѵ ] Таким образом, АВС есть сферический треугольник, вырезы¬ 
ваемый трехгранным углом на сфере. 

[ 38 ] Для обозначения телесных углов Лобачевский вводит особый 
знак у или У, пользуясь в рукописи тем и другим начертанием 
безразлично; для обозначения двугранных углов в трехгранном Лоба¬ 
чевский также пользуется знаком особого начертания 

[39] ц эта формула отличается от обычной множителем і по при¬ 
чинам, выясненным в примечании [ за ]. 

[ 40 ] Для равенства треугольников СВВ и АВВ, строго говоря, 
достаточно, чтобы стороны АВ и ВС были равны. Равенство углов 
нужно только, чтобы показать, что все три расстояния равны. 

Дальнейшее доказательство проводится при помощи наложения. 
То обстоятельство, что учение о равенстве треугольников отодвинуто 
до гл. У, заставляет автора неоднократно производить наложение 


і) См. Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. П, сноска на стр. 60, 
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там, где без него можно было бы обойтись, не только не усложняя, 
но даже упрощая изложение. 

[ 41 ] В тексте приведено только доказательство того, что число пра¬ 
вильных многогранников не превышает пяти. Доказательства того, 
что эти пять тел действительно существуют, т. е. что в перечис¬ 
ленных случаях правильные многоугольники смыкаются и действи¬ 
тельно образуют правильный многогранник, Лобачевский не дает ни 
здесь, ни в других сочинениях. 

Доказательство того, что число правильных многогранников не 
превышает пяти, составляет не только главный результат, но, пови- 
димому, и главную цель настоящей главы. Своеобразное изложение, 
которое Лобачевский дает этому предмету, требует пояснения. 

Учение о правильных многогранниках (может быть, не вполне 
правильно называемых часто Платоновыми телами) ' систематически 
проведено в ХШ книге «Начал» Евклида. Здесь дано построение 
всех правильных многогранников, вернее, дано своеобразное доказа¬ 
тельство существования каждого из них; по своеобразной классифи¬ 
кации иррациональностей, установленной в X книге, определены 
стороны каждого правильного многогранника через радиус описанной 
сферы. В конце предложения 18 в виде особого приложения изло¬ 
жено доказательство того, что, кроме установленных пяти тел, других 
правильных многогранников не существует. То же доказательство 
последнего предложения изложено Лежандром в общем приложении 
к VI и VII книгам его «Начал». Это хорошо известное доказательство 
основано на том, что сумма плоских углов многогранного угла не 
может превысить 4сЬ. В евклидовой геометрии угол при вершине пра- 

2 

вильного треугольника составляет й, в четырехугольнике <2, в пяти- 
6 ^ 

угольнике у <2, а при большем числе сторон внутренний угол еще 

больше. Поэтому при вершине правильного многогранника может 
сходиться не больше пяти правильных треугольников, не больше трех 
Квадратов и не больше трех правильных пятиугольников; из пра¬ 
вильных же шестиугольников уже нельзя составить даже трехгран¬ 
ного угла. 

Но в неевклидовой геометрии (точнее, в геометрии Лобачевского) 
угол правильного многоугольника отнюдь не определяется числом 
его сторон. Можно, например, построить равносторонний треугольник 
со сколь угодно малым углом при вершине; поэтому можно соста¬ 
вить многогранный угол с любым числом правильных треугольных 
граней. Доказательство Евклида, таким образом, непригодно для 
гиперболического пространства. Между тем теорема о том, что в про¬ 
странстве существует только пять правильных многогранников (при 
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конечном числе граней), справедлива и в гиперболическом простран¬ 
стве. Лобачевский уже в «Геометрии» явно стремится освободитъ 
-доказательство каждого предложения от рассуждений, свойственных 
собственно евклидовой геометрии (т. е. зависящих от постулата 
о параллельных линиях), если это по существу дела возможно (т. е. 
в современной терминологии, если это предложение остается; епра- 
веддивым и в неевклидовой геометрии). Отсюда—своеобразное дока¬ 
зательство этого предложения, основанное на теореме Эйлера о зави¬ 
симости между числом граней, ребер и вершин выпуклого многогран¬ 
ника. Соотношению, устанавливаемому этим путем для правильного 
многогранника, Лобачевский придавал большое значение *). 

Глава V* Об одинаковости треугольников 

Глава о равенстве треугольников — последняя, принадлежащая 
к абсолютной геометрии. 

Кроме трех классических случаев равенства треугольников, Лоба- 
невский формулирует и доказывает еще и четвертый: «Два треуголь¬ 
ника одинаковы, когда у них две стороны равны и угол прртив 
большей из равных сторон». Это — обобщение теоремы о равенстве 
прямоугольных треугольников по гипотенузе д катету, необходимой 
для дальнейшего. 

Глава заканчивается важным замечанием о том, что тремя углами 
треугольник еще не определяется. Последняя фраза главы: 

«Некоторые Математики невозможность определения линий 
помощию углов хотели принять за основание геометрии, но такое 
основание недостаточно, потому что разнородные коликие [т. е. 
величины] могут быть в зависимости друг от друга» 

особенно характерна для взглядов Лобачевского в 1828 году 1 2 ); эта 
мысль Лобачевского, выраженная еще в «Обозрении 1»: 

«Итак, не надобно следовать тем, которые хотели допустить 
в основании начало подобия, разнородности линий с углами, . .» 3 ) 

.говорит о том, что в это время Лобачевский углубленно занимался 
теорией параллельных линий и, возможно, владел уже основами вообра*- 
жаемой геометрии. 

[ 42 ] Как уже было указано в примечании [ 8б ], под «одинаковыми» 
Лобачевский разумеет конгруэнтные фигуры, а под «равными» — 

1 ) См. Н. И. Лобачевский, О началах геометрии. Поли. собр. сОч., т. I, 
стр. 193 и Новые начала геометрии с полной теорией параллельных, там же, т. Н, 
стр. 237—239. 

2 ) См. ниже, примечание [ 45 ]. 

3) Модзалевский, стр. 205. 
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равновеликие. Самая равновеликость, по мнению Лобачевского, заклю¬ 
чается в том, что равновеликие фигуры равносоставлены, т. е. состоят 
из конгруэнтных, но различно расположенных частей. Это непра¬ 
вильно: не всякие равновеликие фигуры равносоставлены 1 ). 

[ 43 ] Вслед за этим Лобачевский доказывает, что это не может 
иметь места. Он пользуется при этом другим чертежом (черт. 18), 
на котором обозначения вершин не согласованы с их обозначениями 
на черт. 17. На следующий абзац нужно поэтому смотреть как на 
доказательство того, что сумма двух углов ѵ треугольника не может 
быть равна 2(1. 


[ 44 ] Если луч В А образует с ВВ тупой угол, а ВЪ образует с ВВ 
прямой угол (черт. 3), то они с этой стороны прямой встретиться 
не могут, потому что перпендикуляр ВА' не встре¬ 
тит ВЕ , а луч ВА расположен по другую сторону ВА'. 
Вообще некоторая тяжеловесность этих рассуждений 
объясняется явно выраженным стремлением избежать 
теоремы о внешнем угле треугольника. 


В В, [ 4б ] Термин «коликое» Лобачевский употребляет 

Черт. 3. в том значении, в котором в настоящее время обыкно¬ 
венно употребляется термин «величина». 
Заключительное замечание главы V обнаруживает, что мысли, 
ведшие к неевклидовой геометрии, уже глубоко занимали Лобачев¬ 
ского в пору составления «Геометрии». При попытках доказать по¬ 
стулат о параллельных линиях от противного многие геометры 
приходили к зависимости между. прямолинейными отрезками и соот¬ 
ветствующими им углами. Эта зависимость между отрезком и углом 
представлялась невозможной. Лежандр после продолжительных попы¬ 
ток дать доказательство постулата о параллельных линиях пришел 
к заключению, что такое доказательство можно основать только на 
том, что разнородные величины — угол и отрезок — не могут быть 
связаны функциональной зависимостью. Это утверждение часто на¬ 
зывали в литературе «принципом однородности». Мы видим, что 
Лобачевский в 1823 году был уже свободен от этого рода сом¬ 
нений: «разнородные коликие могут быть в зависимости друг от 
друга» 2 ). 


!) Об этом см. В. Ф. Каган, О преобразовании многогранников, изд. 2-е, 
М. — Л., 1933. В этой брошюре изложены история и сущность вопроса. 

2 ) Подробнее о принципе однородности и об этом утверждении Лобачев,- 
ского см. заключительную часть примечания [ т ] к сочинению «Геометрические 
исследования» (стр. 299—301). 
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Глава VI. О измерении прямоугольников 


Предыдущими главами исчерпан весь тот содержащийся в «Гео¬ 
метрии» материал, который не зависит от постулата о параллель¬ 
ных линиях. С этой главы начинается собственно евклидова гео¬ 
метрия. 

Лобачевский вводит постулат о параллельных линиях в так назы¬ 
ваемой лежандровой форме и, основываясь на нем, доказывает сле¬ 
дующую теорему, справедливую только в евклидовом пространстве: 
если провести ломаную линию, составленную из четырех последова¬ 
тельно перпендикулярных звеньев, закручивающихся в одну сторону 
{черт. 4), то первые и последние звенья, 
может быть после их продления, должны 
обязательно пересечься. Эта теорема имеет 
для Лобачевского большое значение; он при¬ 
меняет ее еще раз в главе IX при изучении 
параллельных плоскостей (см. стр. 58). 

Лобачевский пытался в 1817 году дать ее 
доказательство, не опирающееся на евкли¬ 
дов постулат, но вскоре обнаружил свою 
ошибку 1 ). 

Далее доказывается, что полученное пересечение может проис¬ 
ходить только под прямым углом, и этим установлено существова¬ 
ние прямоугольника. Устанавливаются некоторые свойства прямо¬ 
угольника, в том числе возможность разбить его на равные прямо¬ 
угольники двумя сериями прямых линий; отсюда обычным способом 
выводится теорема об отношении площадей двух прямоугольников и 
после введения единицы меры площади — формула для «величины 
прямоугольника». 



[ 46 ] Измерением плоскостей Лобачевский называет измерение пло¬ 
щадей плоских фигур. 

Линии сходятся у т. е. прямые линии пересекаются. Лобачевский 
часто называет прямые линии просто линиями. Слово Сходятся он 
применяет исключительно к прямым линиям; о линиях вообще он 
говорит, что они пересекаются (см. стр. 33). 

Термин «сходящиеся прямые» имеет основное значение в неевкли¬ 
довой геометрии как противопоставление несходящимся прямым, 
которые в свою очередь подразделяются на параллельные и расхо¬ 
дящиеся. В сочинении «О началах геометрии» Лобачевский пишет: 


1) См. «Записки Темникова», стр. 383 этой книги. 





248 


ПРИМЕЧАНИЯ 


[4Т 


«Итак все линии на плоскости в отношении к одной могут 
быть разделены на сходящиеся и несходящиеся. Последние будут 
называться параллельными , если они представят границу, или, 
иначе сказать, переход от одних к другим между всеми выхо¬ 
дящими из одной точки» 1 ). 

Есть основания предполагать, что своеобразный термин «сходятся» 
применен в «Геометрии» не случайно. 

I 47 ] В основе учения об измерении площадей многоугольников 
лежит понятие о прямоугольнике и об основных его свойствах. 
Самое существование прямоугольника нельзя провести, не прибегая 
к постулату о параллельных линиях. Лобачевский поэтому и начи¬ 
нает главу этим постулатом. Он дает ему выражение, которое часто 
называют лежандровой формой постулата о параллельных линиях: 
если одна из двух прямых , лежащих в одной плоскости , перпендикулярна 
к секу щей , а другая образует с ней острый угол, то прямые пересекаются 
со стороны острого угла 2 ). 

Дальше Лобачевский приводит доказательство этого постулата, 
которое он сам называет «только пояснением», но не «в полном 
смысле математическим доказательством». Существенно отметить, что 
в своем «Обозрении 1», относящемся к 1822—1823 году, Лобачевский 
проводит ту же мысль: 

«Другого рода трудность в Геометрии представляет парал¬ 
лелизм линий, трудность до сих пор непобедимую, но между 
тем заключающую в себе истины ощутительные, вне всякого 
сомнения и столь важные для целой науки, что никак не могут 
быть обойдены. Итак, остается только все сии истины привести 
к одной такой, которая могла бы легко убеждать в ве справед¬ 
ливости, присоединяя сюда некоторые пояснения, несмотря на 
недостаток строгости» 3 ). 

Из всех многочисленных «пояснений» пятого постулата Евклида* 
хорошо известных Лобачевскому 4 ), он предпочитает доказательство. 


1) Н. И. .Лобачевский, Полы. собр. соч., т. I, стр. 194—195. 

2) Приписывание этой формулировки Лежандру неправильно, потому что ею, 
по существу, пользуется уже арабский математик Насирэдцин ат-Туси (1201— 
1274), а также Бертран, «доказательство» которого приводит Лобачевский. 

3 ) Модзалевский, стр. 205. 

4 ) В том же «Обозрении 1» Лобачевский перечисляет основные направления 
неправильных доказательств постулата: «Итак, не надобно следовать тем, кото¬ 
рые хотели допустить в основание начало подобия, разнородности линий с углами, 
того менее тем, которые думают, что бесконечность подлежит человеческому 
суждению» (там же). 
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предложенное женевским математиком XVIII в. Л. Бертраном*) 
в несколько своеобразном изложении. Это доказательство, действи¬ 
тельно, ценили многие геометры. Ошибка его выяснена в следующем 
примечании. 

[ 48 ] Слабая сторона этого рассуждения, лишающая его доказа¬ 
тельной силы, заключается в том, что ни вся плоскость, ни часть 
ее, содержащаяся между сторонами угла, не 
могут быть рассматриваемы как определенные 
величины, допускающие точное количественное 
сравнение. В евклидовой геометрии каждый угол 
может быть последовательно бесчисленное мно¬ 
жество раз помещен внутри самого себя (черт. 5). 

Рассуждая как Бертран, мы могли бы придти 
к заключению, что содержащаяся между сторо¬ 
нами угла площадь составляем сколь угодно 
"малую часть себя самой. 

Неосновательность этого доказательства была совершенно ясна 
Лобачевскому еще в 1822 году. Но наглядная образность соображений 
Бертрана встретила внимание у многих серьезных математиков того 
времени. Ерелль еще в 1835 году поместил в своем журнале моди¬ 
фикацию этого доказательства 1 2 ). 

[49] Это предложение имеет место только в евклидовой геометрии. 
Следует заметить, что еще в 1817 году в своих лекциях по элемен¬ 
тарной геометрии 3 ) Лобачевский пытался обойтись совсем без введе¬ 
ния нового постулата и обосновать евклидову геометрию также 
исходя из цепи последовательных перпендикуляров, закручиваю¬ 
щихся в одну сторону; после четвертого перпендикуляра цепь замы¬ 
калась. Доказательство Лобачевского содержало ошибку,очень трудно 
уловимую, в особенности если не иметь представления о неевкли¬ 
довой геометрии. Тем не менее Лобачевский уже к 1822 году осво¬ 
бодился от этой ошибки. Об этом обстоятельно изложено в статье 
Б. Л. 'Лаптева «Теория параллельных линий в ранних работах Лоба¬ 
чевского» 4 ). 



1) Ь. В е г і г а п <1, Бёѵеіорретепі поиѵеаи <іе Іа рагііѳ ёіётепіаіге (Іез та- 
іЬётаііфіез, О-епёѵе, 1778; Ёіётепів (1е ^ёотёігіе, Рагіз, 1812. 

2 ) А. Ь. С г е 11 е, ТЬёогіе <Іез рагаііёіез, Лоигпаі Ійг <ііе геіпе иікі ап&е^аінііе 
МаШетаНк, 11 , Вегііп, 1835. 

3) См. «Записки Темникова»,■'стр. 383 этой книги. 

4 ) «Историко -математические исследования», вып. ГѴ, М. — Л., 1951» 

стр. 201—220. 
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[б°] Эти пересечения прямо следуют из установленного предло¬ 
жения: прямая АО перпендикулярна к АВ , а прямая ВВ наклонена 
к В А под острым углом; точно так же СВ образует о ВС прямой 
угол, а ВВ — острый. 

[ б1 ] На основании того же предложения: перпендикуляр АВ и 
наклонная ВС к АВ встретятся со стороны острого угла, т. е. со 
стороны, где лежит прямая ВС («на стороне ВС» по выражению 
Лобачевского). 

[ б3 ] «Содержанием» Лобачевский называет отношение. 

Случая несоизмеримости Лобачевский по общей своей установке 
не рассматривает (см. примечание [ и ]). 

Глава VII. О измерении треугольников и других фигур 

Получив в конце предыдущей главы площадь прямоугольника, 
Лобачевский дает здесь площадь треугольника (сначала прямоуголь¬ 
ного, а затем и произвольного), указывает на алгебраический и гео¬ 
метрический путь для нахождения площади произвольного много¬ 
угольника и заканчивает двумя частными случаями — «прямой трапе¬ 
цией» (трапецией с двумя прямыми углами) и параллелограммом. 

В обычном изложении сначала из площади прямоугольника выво¬ 
дится площадь параллелограмма, а из последней — площадь тре¬ 
угольника. Лобачевский идет обратным, очень характерным для него 
путем. Остроугольный и тупоугольный треугольники он рассматри¬ 
вает как сумму и соответственно разность двух прямоугольных тре¬ 
угольников; параллелограмм же определяется необычно, без понятия 
о параллельных линиях (которые будут введены только в следую¬ 
щей главе): 

«Параллелограмм называется четыреугольник, составленный 
из двух одинаковых треугольников, соединенных так, что их 
равные стороны противоположны». 

Это определение особенно естественно именно в настоящей главе, 
посвященной площадям прямоугольников. Существенно, что, даже 
перейдя в область собственно евклидовой геометрии, Лобачевский 
старается ввести понятие о параллельных лщниях как можно позже: 
он сначала хочет исчерпать всё, что подлежит измерению, что обо¬ 
зримо в конечных пределах. 

[ б3 ] Эта фраза обнаруживает, что мы имеем здесь дело с запи- 
оками по читаемому курсу (см, вводное примечание на стр. 221). 


[ б4 ] Вернее — тригонометрии. 
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[бб] Нужно сказать, что это построение изложено нечетко: неясно, 
какая сторона должна быть «общей с многоугольником». Речь идет 
о диагонали, которая производит отделение и расположена внутри 
многоугольника. 

Следующая фраза показывает, что Лобачевский в своих лекциях 
не останавливается на второстепенных подробностях, ограничиваясь 
важнейшими фактами элементарной геометрии. На это не обратил 
внимания академик Фусс в своем отрицательном отзыве на «Геомет¬ 
рию» х ). 

[ 66 ] Точнее: а перпендикулярна к с, ас перпендикулярна к 6* 

[ 67 ] В оригинальном тексте Лобачевского здесь, очевидно по недо¬ 
смотру, вместо площади параллелограмма дано снова выражение для 
площади треугольника. Этот недосмотр остался и в Полном собрании 
сочинений Лобачевского. 

Глава VIII. О параллелограммах 

Дав в конце предыдущей главы своеобразное определение парал¬ 
лелограмма, не опирающееся на понятие о параллельных линиях, 
-Лобачевский переходит теперь к свойствам параллелограмма в евкли¬ 
довом пространстве. Для установления этих свойств ему нужно 
«было развернуть теорию параллельных линий и учение о сумме 
углов в треугольнике и четырехугольнике. Сообразно этому настоя¬ 
щая глава распадается на три части: первая содержит учение о парал¬ 
лельных линиях, вторая излагает свойства параллелограммов, третья 
устанавливает предложения о сумме углов треугольника и четырех¬ 
угольника. 

[68] э т0 предложение, эквивалентное пятому постулату Евклида, 
чаще всего приводится в учебниках элементарной геометрии в каче¬ 
стве аксиомы. Его приписывают английскому математику Плэйферу 2 ) 
не совсем правильно, потому что эта формулировка встречается 
у других авторов раньте, например у Насирэддина. 

[ 69 ] В этом доказательстве есть недоговоренность. Дано, что 
ВАС-\- ^ВСА = 200°. Требуется доказать, что АВ\\СБ. Разделив 

отрезок АС в точке Е пополам, автор опускает из Е на АВ перпен¬ 
дикуляр ЕЕ («только ЕЕ перпендикулярна к АВ»). Но остается еще 
показать, что этот перпендикуляр пересечет также 27(7. Действительно, 
если бы ЕС не пересекала 1X7, то через Е проходили бы две пря¬ 
жьте, параллельные к 2X7, что невозможно. 

*) См. стр. 389 этой книги. 

2 ) X Р1 а у і а і г, Еіешепіз о! ^еотеігу, сопіаіпіп^ Ше Пгзі зіх Ьоокз оГ 
Еисіісі, Е<1іпЪоиг&іі, 1797. 
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[ 60 ] «Проходит чрез середину» — Лобачевский имеет здесь в виду" 
только то, что точка В падает внутрь основания ВО. 

[ 61 ] Своеобразное доказательство теоремы о сумме углов треуголь¬ 
ника аналогично соответствующим рассуждениям Лежандра (см. очерк: 
В." Ф. Кагана «Учение о параллельных линиях до открытия неевкли¬ 
довой геометрии» 1 )). 

Глава IX. Об измерении призм 

Первая часть главы содержит необходимые сведения о парал¬ 
лельных плоскостях. Затем дается определение призмы и устанавли¬ 
ваются основные свойства призм. После этого Лобачевский переходит* 
к измерению призм, т. е. к нахождению их объема. 

Прежде всего доказываются две теоремы об отношении призм. 
Первая теорема: объемы двух призм с конгруэнтными основаниями 
и одинаково направленными боковыми ребрами относятся как их 
высоты. Вторая теорема: две прямые призмы с равными высотами 
и прямоугольными основаниями относятся как их основания. 

На основании этих теорем Лобачевский, установив единицу изме¬ 
рения— куб, находит последовательно объемы призм: сначала прямой* 
у которой основание — прямоугольник, прямоугольный треугольник 
и косоугольный треугольник, затем — наклонной, у которой основа¬ 
ние— параллелограмм, треугольник и произвольный многоугольник*, 
щаже не обязательно выпуклый. Интересно, что в последней части 
рассуждения Лобачевский фактически рассматривает площади ориен¬ 
тированных треугольников, снабжая их знаками «-[-» и «-—». 

Этой главой заканчивается вторая часть сочинения, посвященная 
измерению фигур и тел, производимому «конечными» операциями — 
без интегрирования. 

[ 62 ] Все, что было сказано до сих пор о параллельных плоско¬ 
стях, не зависит от постулата о параллельных линиях — принадлежит* 
абсолютной геометрии. Но дальнейшее утверждение: «...следовательно^ 
р перпендикулярна к а и Ь» принадлежит уже собственно евклидовой 
геометрии, так как опирается на первое предложение предыдущей 
главы: «если из точки на линии опустится перпендикуляр на парал¬ 
лельную с ней, то он будет вместе перпендикуляром и для другой» 2 ). 
Это последнее предложение выводится Лобачевским сразу из приня¬ 
того им постулата в главе VI. 


*) В„ Ф. Каган, Лобачевский и его геометрия, М., 1955, стр. 54 и след. 
2) Стр. 68. 
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[ 63 ] См. главу IV, стр. 58 и примечание [ 4д ]. Эта теорема играет 
у Лобачевского основную роль в теории параллельных линий и в еѳ 
трил ожениях. 

[ 64 ] Существование призм обосновано предыдущими предложениями. 

[бб] Очень обычная в математической литературе неточность, про¬ 
скальзывающая именно от того, что доказательство по своей очевид¬ 
ности опускается. Под термином «одинаковы» Лобачевский всегда 
понимает только конгруэнтность фигур или тел, т. е. их совпадение 
при наложении. Две плоские фигуры будут «одинаковы» и в том 
«случае, когда они симметричны, так как их можно совместить, пере¬ 
вернув одну из них на другую сторону. Но симметричные простран¬ 
ственные тела совместить невозможно. Поэтому высказанное здесь 
предложение должно быть выражено следующим образом: если осно¬ 
вания двух призм одинаковы и две соответствующие боковые грани 
^«бока») одинаковы и одинаково наклонены к основанию с той же 
стороны, то призмы одинаковы или симметричны. 

Непонятно, почему Лобачевский присоединил еще добавочное 
условие О равенстве высот (уже вытекающее из предпосланных 
условий). 

[66] Это неверно; неправильная формулировка предыдущего пред¬ 
ложения сопровождается здесь уже прямо ошибочным утверждением* 
Оно справедливо только в том случае, когда параллелепипед прямой; 
в случае наклонного параллелепипеда получаются две равновеликие, 
но не равные, а симметричные призмы. Утверждение было бы спра¬ 
ведливо, если считать конгруэнтными также симметричные тела. 
Б этом неправильном виде теорема формулирована еще Евклидом 
«(предложение 28 книги XI), и Лобачевский воспроизводит, по существу, 
доказательство Евклида. 

[ 67 ] В этом именно заключении, основанном на предыдущей непра¬ 
вильно выраженной теореме, и коренится ошибка, выясненная в пре¬ 
дыдущем примечании. 

[68] «Содержатся» — т. е. относятся. 

Предложение неправильно формулировано. Если основания двух 
призм равны и если две соответственные грани равны и одинаково 
наклонены к основанию, то высоты не могут быть различны. В дей¬ 
ствительности Лобачевский предполагает, что призмы имеют одинако¬ 
вые основания, что две боковые грани, прилежащие к равным сто¬ 
ронам основания, одинаково наклонены к основанию и имеют 
у соответствующих вершин основания. равные углы, иначе говоря, 
©ти две боковые грани являются параллелограммами с соответственно 
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равными углами и одной парой равных сторон (см. черт. 39 текста. 
Лобачевского). Доказательство опирается, правда, на предыдущее 
предложение, но в таких условиях, при которых оно действительно» 
справедливо. 

[ 69 ] В главе IV куб определялся как правильный шестигранник„ 
Это определение носит абсолютный характер. В настоящей главе 
следовало бы установить, что все грани куба — квадраты. Это, конечно* 
нетрудно сделать. 

[ ,<0 ] Может, конечно, случиться, что все четыре перпендикуляра, 
упадут вне призмы. Лобачевский этот случай ниже предусматривает*. 

[ 71 ] См. стр. 62—63. 

[ 72 ] На окружности — т. е. на периферии (см. примечание [ 10 ])^ 

Глава X. Измерение пирамид и всех тел, 
«ограниченных плоскостями 

Основная часть этой главы посвящена вычислению объема «пря¬ 
мой трехсторонней пирамиды», т. е. треугольной пирамиды, в которой: 
одно боковое ребро совпадает с высотой. В начале главы, после 
основных определений, Лобачевский указывает, что нахождение объема, 
любой пирамиды сводится к объему прямой трехсторонней, а в конце,, 
после получения формулы объема пирамиды, он сводит объем произ¬ 
вольного многогранника к сумме или разности объемов пирамид. 

Теорему о том, что объем прямой трехсторонней пирамиды равен: 
одной трети произведения площади основания на высоту, Лобачевский^ 
доказывает способом, отличным как от способа Евклида, так и от* 
способа Лежандра: он прямо вычисляет этот объем как предел суммы 
вписанных призм, т. е. находит его интегрированием. Сравнение, 
способов Евклида, Лежандра и Лобачевского дано в примечании 
Здесь мы отметим только, что Лобачевский особенно ценил этот спо¬ 
соб, ведущий начало еще от Архимеда, и писал о нем в своем: 
«Обозрении 1»: 

«Для измерения пирамид надобно прибегать к способу пре¬ 
делов, как единственному, соединяющему в себе ясность и; 
строгость» *)> 

Этот способ Лобачевский впоследствии' широко применил и 
в «воображаемой геометрии», и при его помощи ему удалось найтц 
много определенных интегралов 2 ). 

і) Модзалевский, стр. 206. 

) См. об этом ниже, в сочинении «Пангеометрия». 
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[ 73 ] Определение пирамиды было дано еще в начале сочинения — 
в конце второй главы (стр. 38). 

[ 74 ] 

Это определение прямой пирамиды расходится с современной 
терминологией. 

[* б ] Требуется знать величину только прямой трехсторонней пи¬ 
рамиды; Лобачевский этим именно и пользуется. 

[ ,<6 ] Этот момент — сравнение трехгранной призмы с параллелепи¬ 
педом, — по существу, представляет собой введение так называемых 
выходящих призм. 

[ л ] Классическое изложение учения об измерении пирамиды ведет 
свое начало от Евклида. Предложение 4 книги ХП «Начал» уста¬ 
навливает, что треугольная пирамида может быть разбита на две 
равновеликие призмы и на две равные пирамиды таким образом, что 
суммы объемов обеих составляющих пирамид меньше половины объема 
исходной пирамиды. На черт. 45 текста Лобачевского эти призмы — 
ЕРСгІКС , НЕІАЕК , а пирамиды — БЕЕСг, ЕНВІ. По сравнению с рас¬ 
суждением, содержащимся в тексте Лобачевского, это предложение 
содержит, таким образом, добавочную часть, которая заключается 
в том, что сумма входящих в разбиение двух пирамид меньше поло¬ 
вины объема всей пирамиды. 

В последующих предложениях Евклид производит такое же раз¬ 
биение каждой из составляющих пирамид, далее — такое же разбиение 
каждой из четырех образовавшихся пирамид и т. д. Смысл всего 
построения Евклида заключается в том, что сумма объемов всех 
остаточных пирамид стремится к нулю, а потому объем исходной 
пирамиды можно рассматривать как предел всех последовательно 
построенных призм. 

Это разбиение Евклид применяет в предложении 5 книги XII для 
доказательства теоремы, что объемы треугольных пирамид, имеющих 
одну и ту же высоту, относятся как площади оснований. Самое дока¬ 
зательство заключается в том, что в каждой из двух пирамид произ¬ 
водится установленное в предложении 4 разбиение; соответствующие 
друг другу в двух пирамидах составляющие призмы имеют одну 
и ту же высоту, а потому относятся как площади их оснований 
или же как площади оснований исходных пирамид. Таким образом* 
и сумма объемов составляющих призм одной и другой пирамиды 
сохраняет постоянное отношение, равное отношению оснований исход¬ 
ных пирамид. В современной терминологии вывод заключается в том,, 
что то же постоянное отношение имеют и пределы сумм составляю¬ 
щих призм, т. е. объемы двух исходных пирамид. Не располагая 
предложениями современной теории пределов, Евклид доказывает 
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ту же теорему рассуждением от противного, как это часто делается 
и в настоящее время в элементарных. учебниках. 

В частности, из этого предложения вытекает, что треугольные 
пирамиды, имеющие равновеликие основания и равные высоты, равно¬ 
велики. Основываясь на этом, Евклид путем разбиения треугольной 
призмы доказывает, что объем треугольной пирамиды составляет третью 
часть треугольной призмы, имеющей то же основание и ту же высоту♦ 

Лежандр упростил рассуждения Евклида. Он останавливается на 
более простом случае, когда треугольные пирамиды имеют равнове¬ 
ликие основания и равные высоты. Он разбивает каждую пирамиду 
на п усеченных пирамид с равными высотами и в каждой усеченной 
пирамиде строит так называемые входящую и выходящую призмы. 
Сравнивая входящие призмы с выходящими, он рассматривает объем пи¬ 
рамиды как общий предел суммы входящих или выходящих призм. Так 
как соответственные призмы двух пирамид при этом построении рав¬ 
новелики, то равны и суммы их объемов, а вместе с тем равны и пре¬ 
делы этих сумм, т. е. объемы двух пирамид. В дальнейшем Лежандр 
следует Евклиду. Схема Лежандра вошла почти без изменения, можно 
сказать, во все позднейшие учебники геометрии. 

Лобачевский производит разбиение, точно следуя Евклиду. Его 
черт. 45 совпадает с рисунком, приложенным к предложению 5 
книги XII «Начал» Евклида. Он разбивает данную пирамиду на две 
равновеликие призмы и на две равные пирамиды и подобно Евклиду 
повторяет эту операцию неограниченное число раз. Но рассматривая 
объем данной треугольной пирамиды как предел суммы объемов 
призм разбиения, он эту сумму непосредственно вычисляет и находит 
ее предел. Лобачевский фактически выполняет интегрирование. Схема 
Лежандра, по которой, можно сказать, в XIX в. все учились геомет¬ 
рии, представляет лишь незначительную модификацию системы 
Евклида. Схема Лобачевского по духу совпадает с методами Архимеда. 
Того же метода для разыскания длин, площадей и объемов Лоба¬ 
чевский придерживается во всех дальнейших главах. Они несут 
на себе печать рассуждений Архимеда. 

Присоединим еще одно замечание. Метод пределов для доказа¬ 
тельства равновеликости пирамид, имеющих равновеликие основания 
и равные высоты, неизбежен потому, что равновеликие многогранники, 
как правило, не могут быть составлены из равных частей 1 ). Поэтому 
определение Лобачевского (см. начало главы У) равных (по совре¬ 
менной терминологии равновеликих) фигур, как составленных из оди¬ 
наковых (конгруэнтных) частей, неправильно. 


*) См. В. Ф. Каган, О преобразовании многогранников, 2-е изд., М. — Л., 
1933. 
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Глава XI. Измерение окружности круга и площади круга 

Лобачевский начинает главу общими соображениями о длине 
кривой линии, площади плоской фигуры, ограниченной кривой 
линией, и площади кривой поверхности. Он дает вполне совре¬ 
менные определения этих понятий, вытекающие из способа вычисле¬ 
ния этих величин, применяемого на практике — «в действительном 
измерении». В своем «Обозрении 1» эти соображения Лобачевского 
изложены более обстоятельно: 

«Величина кривой линии в отношении к прямой не может 
быть понимаема так, как мы понимаем величину прямых линий 
в отношении друг к другу; но что мешает согласно с практикою 
разуметь под длиною кривой линии сумму тех прямых ■, которые 
будут поставлены вместо частей кривой линии с тем условием, 
чтоб почитать сию сумму за длину кривой линии, тем строже 
определенную, чем части кривой будут взяты менее? Такое 
измерение не могло бы ни к чему служить как в теории, так 
и в практике, если б с уменьшением частей кривой длина ее 
не подходила постепенно ближе и ближе к известной границе, 
которая и должна быть почтена за истинную длину; не потому 
однако ж, чтоб кривая линия допускала понятие о длине ее, 
но потому, что действительное измерение должно как можно 
более приближаться к сей границе» 1 ). 

Затем Лобачевский подготовляет необходимый материал для вычи¬ 
сления периметра правильного многоугольника, вписанного в круг, 
дает необходимые сведения о подобных треугольниках и выводит 
теорему Пифагора. С ее помощью получается формула для длины 
стороны вписанного 2 П+1 - угольника и приближенное выражение 
числа тс— отношения полуокружности к радиусу. 

Получив формулу длины полуокружности, Лобачевский в заклю¬ 
чительной части главы доказывает, что найденное им выражение 
для тс, а следовательно, и длина окружности имеют пределы. Для 
этого он переходит к площади круга, которую определяет как общий 
предел площадей правильных вписанного и описанного многоуголь¬ 
ников. Следует отметить, что эта часть главы содержит недоговорен¬ 
ность и даже ошибки, впрочем легко устранимые. Об этом сказано 
в соответствующих примечаниях. 

Метод интегрирования, введенный Лобачевским еще в предыдущей 
главе, применяется им и в этой и в обеих последующих главах. 

[ 78 ] «Как было уже сказано» относится к стр. 34. Это введение, 
устанавливающее самое понятие длины кривой линии, площади 

*) Модзалевский, стр. 205—206. 


17 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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плоской фигуры («плоскости», по терминологии Лобачевского), площади 
ограниченной поверхности и объема тела, ограниченного кривой 
поверхностью, представляет собой развитие идеи, получившей уже 
выражение в главе I (см. примечание [ 13 ]). 

[79] Точнее — границу, к которой приближается величина вписан¬ 
ной ломаной линии, площадь вписанной фигуры или поверхности,, 
объем вписанного тела. 

[80] Этот абзац формулирован с такой точностью, что он без суще¬ 
ственных изменений мог бы найти место в современном курсе ана¬ 
лиза. Можно сказать, что содержащиеся в этом абзаце формулировки,, 
несомненно, стояли впереди эпохи. 

[ 81 ] Лобачевский имеет в виду теорему Пифагора, которую он: 
ниже доказывает. Для этого он предварительно дает необходимые 
сведения о подобии треугольников. По общей своей установке Лоба¬ 
чевский излагает учение о подобии треугольников там, где в этом: 
уже ощущается действительная нужда. Некоторые теоремы теории 
подобия могли бы быть уже полезны и раньте, например в преды¬ 
дущей главе при разбиении пирамиды. Но общим соображениям 
о подобии треугольников Лобачевский дает место там, где без них. 
обойтись уже невозможно. 

[ 82 ] Случая несоизмеримости Лобачевский нигде не рассматривает. 
См. об этом примечание [ г1 ]. 

[ 83 ] Следуя своей выдержанной метрической точке зрения на гео¬ 
метрию, Лобачевский, в противоположность Евклиду, дает теорему 
Пифагора только в ее чисто метрической форме, как численное соот¬ 
ношение между длинами гипотенузы и катетов прямоугольного тре¬ 
угольника. 

Доказательство теоремы Пифагора изложено очень сжато, и к нему 
могут быть отнесены слова Лобачевского, сказанные в главе ѴІГ 
(стр. 63): 

«Все это должно быть моим слушателям давно известно,, 
почему и оставляю дальнейшие подробности». 

[84] В этом и следующих равенствах^ перед левой частью подра¬ 
зумеваются слова: «хорда дуги»; так, например: 

200 ° і/о ѵТ 
хорда дуги = г • ѵ 2 — V * • 
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[ 8б ] Эта формула дает длину стороны правильного 2 П+ 1 - угольника, 
вписанного в окружность радиуса г; умножая ее на 2 Л , Лобачевский 
получает выражение для полу периметр а этого многоугольника: 

+ ѴѴ+У2+ . 

п двоек 

Последнее выражение есть, по Лобачевскому, длина полуокруж¬ 
ности радиуса г «тем вернее, чем п возвысится более», множитель, 
при г обозначается через іг. Ниже Лобачевский доказывает суще¬ 
ствование предела, к которому стремится указанный периметр (см. 
следующее примечание). 

І 86 ] Лобачевский хочет доказать, что полученное им выражение 
для числа тг имеет предел; это равносильно тому, что длина полу- 
периметра правильного вписанного многоугольника стремится к опре¬ 
деленному пределу при неограниченном уменьшении числа сторон. 

Замысел Лобачевского состоит в следующем. Разность площадей 
правильных одноименных вписанного и описанного многоугольников: 
стремится к нулю; следовательно, каждая из этих площадей стре¬ 
мится к некоторому пределу. Площадь правильного вписанного 
м-угольника Лобачевский принимает равной 2 п ~~ 1 сг (с — длина сто¬ 
роны); ее предел существует, а следовательно, существует предел 
выражения 2 п - г с, т. е. ттг. Установлено существование предела — 
числа тг — и одновременно получено выражение для площади круга. 

В доказательстве Лобачевского имеются два дефекта. Во-первых, 
площадь правильного вписанного многоугольника равна не 2 п ~ 1 сг > 
а 2 п ~ г ср, где р — апофема многоугольника; во-вторых, Лобачевский 
не доказал, что разность площадей описанного и вписанного много¬ 
угольников стремится к нулю. Точное доказательство на этом пути 
возможно, но оно потребовало бы несколько более -обстоятельных 
рассуждений. 

[87] Это неверно; нужно К > 2 п ~ 1 ср (см. предыдущее приме¬ 
чание). 

[ 88 ] 0 ТО остается недоказанным. 

Глава XII. Об измерении объема цилиндра и конуса* 
поверхностей прямого цилиндра и прямого конуса 

Глава состоит из двух одинаково построенных частей: первая 
них посвящена цилиндру, а вторая — конусу. 

После своеобразного определения каждого тела находится снача¬ 
ла его объем (при этом тело может быть и наклонным), а затем 


17 * 
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боковая поверхность (только для случая прямого тела). Извест¬ 
ные формулы получаются предельным переходом в соответствую¬ 
щих формулах для вписанных призмы и пирамиды*. 

Сохранился отрывок из рукописи Лобачевского, относящийся, 
вероятно, к 1819 году. Он содержит начало главы «О измерении 
поверхностей тел» 1 ). Приводим начало этого отрывка, из которого 
видно, что к своей точке зрения на измерение кривых поверхностей 
Лобачевский пришел еще задолго до написания «Геометрии»: 

«Здесь займемся рассмотрением поверхностей прямого ци¬ 
линдра, прямого конуса и шара. Понятие о величине поверх¬ 
ности так же произвольно, как и понятие длины кривой линии. 
Согласно с измерением длины кривых линий мы будем изме¬ 
рять поверхность, рассекая ее плоскостями на ^весьма малые 
части и принимая сии части за прямые плоскости, проходящие 
через те же точки пересечения и ограниченные пересекаю¬ 
щимися плоскостями; сумму сих прямых плоскостей 2 ) бу¬ 
дем почитать за поверхность тела, а разность суммы с суммой 
касательных плоскостей к поверхности, ограниченных теми же 
пересекающимися плоскостями, показывает нам, как далеко 
простирается такая ошибка. Здесь должно следовать доказывать, 
что как первая, так и вторая суммы имеют границы, и что 
разность их может быть мала как угодно». 

Далее в отрывке вычисляются этим методом поверхности цилиндра 
и конуса. 

[ 89 ] Эта фраза носит описательный характер: из определения 
призмы, данного в главе IX, прямо не вытекает, что «цилиндр есть 
призма». Для того чтобы связать между собой определения призмы и 
цилиндра, следовало бы начать с определения цилиндра и не толь¬ 
ко кругового, но это выходит за пределы элементарной геометрии.^ 

[ 90 ] «Как мы видели» относится к предыдущей главе. 

Глава XIII. 0 величине объема и поверхности шара 

В первой половине главы вычисляются объемы шара и части 
шара, заключенной между двумя плоскостями: диаметральной и ей 
параллельной; Лобачевский находит эти объемы элементарным вычис- 

1 ) Сочинение „Основание геометрии 44 (см. стр. 384 настоящего издания). При¬ 
водимый отрывок опубликован в виде приложения к статье И. Н. Бронштейна 
«К истории „Обозрений преподавания чистой математики 44 Н. И. Лобачевского», 
Историко-математические исследования, вып. Ш, стр. 192—193. 

2) То-есть их площадей. 
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лением определенных интегралов 2тт ^ (г 2 — а? 2 ) йх и тг ^ (г 2 — х 2 ) д,х> 

о о 

пользуясь известной формулой для суммы квадратов первых нату¬ 
ральных чисел. Вычитая значение последней величины из объема 
половины шара, он получает объем шарового сегмента («отрезок 
шара»), а прибавив к нему объем конуса, — объем шарового сег¬ 
мента («конический вырезок шара»). 

При этом Лобачевский обращает внимание на интересный факт: 
разность объемов двух секторов, образованных проведением двух 
параллельных плоскостей, не зависит от положения этих плоскостей, 
а только от расстояния между ними. 

Вторая половина главы посвящена вычислению поверхности шара. 
Фактически Лобачевский прибегает здесь к двойному интегрированию: 
параллельными и меридиональными сечениями поверхность шара раз¬ 
бивается на элементы — сферические прямоугольники; вершины 
каждого из них лежат в одной плоскости и поэтому прямоугольник 
может быть заменен трапецией с теми же вершинами. Это проводится 
в соответствии с общей установкой Лобачевского на вычисление 
площадей кривых поверхностей, которая была формулирована им еще 
в рукописи 1819 года 1 ). Первое интегрирование проводится вдоль 
параллели и дает поверхность элементарного усеченного конуса, а 
второе — вдоль меридиана. 

В заключительном абзаце Лобачевский дает другой способ вычис¬ 
ления поверхности шара, опирающийся на найденный выше объем 
шара. Вписывая в шар многогранник с бесконечно малыми гранями 5, 
он рассматривает его объем как сумму пирамид. Объем каждой из 
них равен у 5 (г — _р), где р — бесконечно малая величина (разность 
между радиусом шара и высотой элементарной пирамиды). При_р—>0 
эта сумма стремится к 8г = тгг 3 , где 8 — поверхность шара; от¬ 
сюда находится ее величина. 

В этих двух приемах вычисления поверхности шара проявилась 
тенденция Лобачевского производить интегральные вычисления одной 
и той же величины различными способами, Она дала позже плодо 
творные результаты при использовании воображаемой геометрии для 
вычисления определенных интегралов. 

[ 91 ] Цилиндры, которые Лобачевский строит, как это видно на 
черт. 52 его текста, выходят за пределы половины шара, а потому 
сумма их превышает объем половины шара. Если построить также 
входящие цилиндры, то каждый из них равен следующему за ним 


1) См. предыдущую страницу. 
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выходящему цилиндру. Поэтому сумма объемов входящих цилинд¬ 
ров, которая меньше объема половины тара, равна сумме объемов 
всех выходящих цилиндров без первого. 

[ 9а ] Эти значения вставляются в формулу, выражающую сумму 
выходящих, цилиндров; полученное выражение представляет собой 
не значение объема шара, а верхнее приближение к нему, соответ¬ 
ствующее делению радиуса на п равных частей. 

[ 93 ] Известная формула для суммы квадратов первых п — 1 целых 
чисел доказана здесь методом полной индукции. Она без труда вы¬ 
водится и прямым способом: в тождестве (ѵ —1 ) 3 — \ 3 = Зѵ 2 -[-Зѵ-}- 1 
положим м = 0, 1,...,% — Іи сложим почленно полученные равен* 
отва; получится несложное уравнение относительно искомой суммы, 
которое и дает указанное выражение. 

[ 94 ] Произведенное здесь вычисление есть не что иное, как эле- 

г 

ментарное вычисление определенного интеграла тс ^ (г 2 — х 2 ) йх у вы¬ 
ражающего объем полушария. о 

[ 9б ] Изложенное в этом абзаце рассуждение не отличается полной 
ясностью. Лобачевский разделяет сферу на части меридиональными 
плоскостями, а эти последние — на сферические 
четырехугольники вида АВСБ (черт. 6). Точки А , 
В, (7, В лежат в плоскости; берем, таким образом, 
плоский четырехугольник АВСБ . Поверхность шара 
рассматривается как предел суммы площадей этих 
плоских четырехугольников, т. е. поверхностив писан¬ 
ного в сферу многогранного тела. Вычислить эту по¬ 
верхность— задача сложная. Но если смещать ме¬ 
ридиональные сечения, то многогранная поверх¬ 
ность, содержащаяся между двумя параллелями, 
приближается к поверхности усёченного конуса, 
Черт. 6. содержащегося между этими двумя параллелями. 

Эту поверхность Лобачевский в дальнейшем и вы¬ 
числяет» Утверждение, - что она «будет истинною величиною сей 
части поверхности шара», конечно, неточно. 

[96] Точнее — расстояние между теми точками одной и другой 
окружности, которые лежат на одном меридиональном сечении (см. 
черт. 53 текста Лобачевского). 




ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ПО ТЕОРИИ 
ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ЛИНИЙ 

«Геометрические гисследования по теории параллельных линий» 
представляют собой элементарное изложение начал неевклидовой 
геометрии, созданной Лобачевским (так называемой «гиперболиче¬ 
ской геометрии» или «геометрии Лобачевского»). Это небольшое сочи¬ 
нение написано с удивительным искусством. За сто с лишним лет, 
истекших со времени опубликования «Геометрических исследований», 
идеи Лобачевского многообразно перекристаллизовывались в [умах 
многочисленных геометров, размышлявших над этими вопросами. 
Многие выводы в настоящее время упрощены и изменены, некото¬ 
рые концепции иначе оформлены; но синтетическое изложение начал 
неевклидовой геометрии этого типа и по настоящее время сохранило 
•общую схему «Геометрических исследований», подобно тому как 
построение начал обыкновенной геометрии по сие время носит на 
себе отпечаток схемы Евклида. «Геометрические исследования» пред¬ 
ставляют собой перл геометрического творчества и навсегда оста¬ 
нутся образцом изложения своеобразных новых идей в элементарной 
форме. По «Геометрическим исследованиям» с неевклидовой геомет¬ 
рией впервые познакомились математики конца шестидесятых и на¬ 
чала семидесятых годов прошлого столетия. 

Написанные Лобачевским после других основных его сочинений 
«Геометрические исследования» представляют собой лучшее введение 
во все эти сочинения. Гаусс, познакомившись с этой брошюрой 
Лобачевского, писал о ней своему другу Шумахеру в 1846 г.: «Это 
«сочинение выполнено Лобачевским мастерски в истинно геометриче¬ 
ском духе. Я считаю себя обязанным обратить Ваше внимание на 
-это сочинение, которое наверное доставит Вам совершенно исключи¬ 
тельное наслаждение». 

По содержанию «Геометрические исследования» можно разбить на 
четыре части. 

Первую часть составляют вступление и глава I, содержащая 
перечень важнейших предложений, не зависящих от постулата 
о параллельных линиях; одни из этих предложений можно 
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рассматривать как постулаты, другие — как теоремы, устанавливаемые 
без помощи V постулата Евклида. Этот перечень, конечно, не охваты¬ 
вает всех предложений так называемой «абсолютной геометрии», т. е. 
того геометрического материала, который не зависит от постулата о 
параллельных линиях. Лобачевский ограничивается теми, которые ему 
наиболее необходимы для дальнейшего своеобразного развития гео¬ 
метрии. Нужно, однако, отметить, что этот перечень не исчерпывает 
и тех предложений, на которые автор фактически опирается в даль¬ 
нейшем тексте сочинения, 

Вторую часть составляют главы II—V, содержащие предложе¬ 
ния 16—25. Они содержат изложение теории параллельных линий 
в новом определении этого основного понятия. Здесь устанавли¬ 
ваются две гипотезы, одна из которых ведет к евклидовой (по Лоба¬ 
чевскому— «употребительной») геометрии, другая —к «воображаемой». 
В связи с этим устанавливается понятие об угле параллельности 
[функция П(#)] и о связанной с этим зависимости между суммой 
углов треугольника и постулатом о параллельных линиях. 

Третью часть составляют главы VI— ѴШ (предложения 26 — 34). 
После необходимых подготовительных предложений (свойства сфери¬ 
ческих треугольников, справедливые как в евклидовой, так и 
в неевклидовой геометрии и важное вспомогательное предложение 28) 
здесь устанавливаются понятия о предельной линии и предельной 
поверхности и доказывается основная теорема, что геометрия пре¬ 
дельной поверхности формально совпадает с евклидовой плани¬ 
метрией, 

Четвертую часть составляют главы IX—XI — предложения 35 — 37;. 
они содержат неевклидову тригонометрию и вывод основного соот¬ 
ношения: 

%{п(*) = е~*. 

Из этого краткого обзора мы видим, что «Геометрические иссле- 
дования» не охватывают всей элементарной геометрии так называе¬ 
мого гиперболического пространства. Мы не находим здесь даж& 
развернутого учения о расположении прямых и плоскостей; н ет 
вывода длины окружности, площади круга, нет даже учения о пло¬ 
щадях прямолинейных фигур, отличающегося такой простотой. 
В заключительных абзацах Лобачевский отсылает для ознакомления 
с этими вопросами к другим своим сочинениям х ). 

Цель этого сочинения совершенно ясна: Лобачевский хочет дать 
такое введение в «воображаемую геометрию», которое, сделало бы 


1 ) Некоторые из этих вопросов рассмотрены в сочинении «Пангеометрия»,, 
помещенном в эту книгу, но там они изложены не простейшим способом. 
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внимательному читателю доступным изучение остальных, более глу¬ 
боких, труднее изложенных его сочинений. И эта цель была достиг¬ 
нута Лобачевским. 

Совершенно несомненно, что и в настоящее время изучение сочи¬ 
нений Лобачевского по неевклидовой геометрии в подлиннике наи¬ 
более целесообразно начинать с «Геометрических исследований»: это— 
ключ к остальным его сочинениям. 

Вступление 

Вступление начинается указанием на «несовершенства в геометрии»,, 
из-за которых она со времен Евклида осталась «в летаргическом 
состоянии», по образному выражению Яноша Вольаи *). Эти несовер¬ 
шенства— неясность первых понятий, дефекты метрики и пробел 
в теории параллельных линий — Лобачевский ясно видел еще 
в 1822 году; в своем «Обозрении 1» он пишет о трудностях, еще не 
преодоленных в геометрии: 

«Трудность различать составленные понятия от приобретен¬ 
ных» [т. е. выводимых человеком от взятых из природы]. 
... «до сих пор еще не побеждена в Геометрии» 1 2 ). 

«В курсах геометрии встречаются темноты, которых причина... 
что не следуют правилу определять всё в мере... и что хотят 
сохраниті» идеальность, тогда как истинная цель геометрии этого 
не требует» 3 ). 

«Другого рода трудность в Геометрии представляет парал¬ 
лелизм линий, трудность до сих пор непобедимую» 4 ). 

Вторая трудность — несовершенство метрики — была Лобачевским 
преодолена еще в «Обозрении 1», и на изложенных в нем основ - 
цых положениях Лобачевский построил свой учебник «Геометрия», 
исходя из понятия об измерении величин. Это было сделано с 
такой строгостью, которая может удовлетворить и современного ма¬ 
тематика. 

Решение первой задачи — построение начал геометрии на твердых 
основаниях — Лобачевский наметил в «Обозрении 2» (1824) и выпол¬ 
нял в своих основных сочинениях: «О началах геометрии», и, с 
наибольшей полнотой, в «Новых началах геометрии». Конечно, 
современного математика удовлетворить это построение не может: 


1) См. В. Ф. Каган, Лобачевский и его геометрия, М., 1955, стр. 179,. 

2 ) «Обозрение 1», Модзалевский, стр. 204. 

3) Там же, стр. 205. 

4 ) Там же. 
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теперь в основание геометрии положены иные принципы, чем у 
Лобачевского, но эти принципы могли быть установлены только 
в результате его великого открытия 1 ). Наконец, «непобедимая труд¬ 
ность» проблемы параллельных линий была Лобачевским побеждена 
в его «Кратком изложении основ геометрии» в начале 1826 года; основ¬ 
ными положениями «воображаемой геометрии» Лобачевский владел еще 
раньте 2 ). 

[ Ѳ7 ] Исследования Лежандра по теории параллельных линий по¬ 
дробно изложены в статьях В. Ф. Кагана «Учение о параллельных 
линиях до открытия неевклидовой геометрии» 3 ) и «Исследования 
Лежандра по теории параллельных линий» 4 )* Лобачевский дал кри¬ 
тику этих исследований во «Вступлении» к своему сочинению «Новые 
начала геометрии с полной теорией параллельных» б ). 

[ 98 ] Сочинение «О началах геометрии» помещено в I томе Полного 
собрания сочинений Лобачевского на стр. 185—261; сочинение «Новые 
начала геометрии с полной теорией параллельных» — во П томе на 
стр. 147—454. Годы опубликования этих сочинений указаны Лобачев¬ 
ским не точно: первое было напечатано в 1829 и 1830 годах, второе — 
в 1835, 1836, 1837 и 1838 годах. 

["] Лобачевский говорит о статье Лежандра, опубликованной 
в 1833 году в «Мемуарах Парижской академии» 6 ). В этой обширной 
статье Лежандр изложил все свои сображения по теории параллель¬ 
ных линий. Лобачевский ссылается на стр. 372 статьи Лежандра. 


!) Лобачевский хотел дать строгое обоснование геометрии, исходя только из 
явно выраженных определений. Хотя по уровню строгости Лобачевский превосхо¬ 
дил своих современников (особенно в сочинении «Новые начала геометрии»), эту 
попытку нельзя признать удавшейся: Лобачевский опирается на ряд невысказан¬ 
ных положений. Выдержанным с логической точки зрения является современ¬ 
ный аксиоматический метод обоснования геометрии и всякой дедуктивной науки 
(см. об этом статью «Аксиома» в первом томе Большой Советской Энциклопедии, 
стр. 613). Элементарные изложения неевклидовой геометрии Лобачевского аксиома¬ 
тическим методом имеются в книгах: Б. Н. Делоне, Краткое изложение дока¬ 
зательства непротиворечивости планиметрии Лобачевского, М. — Л., 1953 и 

А. П. Н о р д е н, Элементарное введение в геометрию Лобачевского, М. — Л., 1953. 

2 ) Стр. 388 этой книги. 

3 ) В. Ф. Каган, Лобачевский и его геометрия, М., 1955, стр. 21. 

4 ) Вступительная статья в книге: Н. И. Лобачевский, Геометрические 
исследования по теории параллельных линий, М. — Л., 1945, стр. 23—34. 

5 ) И. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. II, стр. 149—152 и 158—162. 

6 ) А. М. Б е & е п <1 г е, Кёііехіопз зиг йШёгепіез тапіёгез <Іе (Іётопігег Іа Шёогіе 
•сіез рагаІШез ои 1ѳ іЬёогёте зиг Іа вотте Йез ігоіз ап§1ез <Іи ігіап&іе, Мётоігез (Іѳ 
ГАсайётіе <Іез Зсіепсез, Рагіз, 1833, XII, стр. 367—410. 
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I. Предварительные предложения 

Первые 15 предложений «Геометрических исследований» носят 
различный характер. Первое из них может считаться определе¬ 
нием прямой линии 1 ); другие могут быть рассматриваемы как по¬ 
стулаты или аксиомы (например, предложения 2, 3, 5); наконец, 
■остальные суть теоремы, обычно доказываемые в курсах геометрии. 
Лобачевский приводит их как материал, которым он может пользо¬ 
ваться при развитии своей геометрической системы, не рискуя впасть 
з ложный круг — воспользоваться положением, независимость которого 
юн имеет в виду обнаружить. Однако в этот перечень вошли далеко 
не все предложения, не зависящие от постулата о параллельных 
линиях; более того, Лобачевский в дальнейшем изложении и сам 
пользуется предложениями, не вошедшими в этот перечень, например 
•аксиомами Паша и Дедекинда; об этом будет указано в примечаниях 
к соответствующему тексту. 

[і°0] ^ своих предыдущих сочинениях по геометрии Лобачевский 
дает более точное определение прямой линии. Так, в «Геометрии» 
-«прямыми линиями называются те, которые сливаются, как скоро 
у них две общие точки, и которые не могут не сливаться при двух 
общих точках» 2 ). В сочинениях «О началах геометрии» и «Новые 
начала геометрии с полной теорией параллельных» определения со¬ 
впадают: «Прямой называется та линия, которая между двух точек 
покрывает сама себя во всех положениях» 3 ). 

После определения Лобачевский дает разъяснение, в котором гово¬ 
рится о вращении поверхности. Вероятнее всего упоминание «поверх¬ 
ности» (по существу излишнее) имеет своим происхождением сферу, 
диаметр которой является прямой линией. В «Новых началах гео¬ 
метрии с полной теорией параллельных» сразу после приведенного 
определения прямой говорится: «Это свойство принадлежит попереч¬ 
нику круга», а выше круг был определен как сечение сферы пло¬ 
скостью. На это указывает весь текст статьи 25 «Новых начал», в кото¬ 
рой дано определение прямой линии. 

[ 101 ] Евклид дает этому положению такое выражение: «Две прямые 
не могут заключать пространства». Это положение встречается в «Нача¬ 
лах» в виде аргументации при доказательстве предложения 4 книги I. 


і) Об определении прямой линии см. примечание [ 8 ] к сочинению «Гео¬ 
метрия». 

а) Ом. стр. 34 этой книги. 

з) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч,, т. I, стр. 191; т. П, стр. 187* 
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Некоторые комментаторы извлекли его из этого рассуждения и вклю¬ 
чили в число аксиом. Как Гейберг и Менге, так и Гис *) изъяли это 
положение из числа аксиом как не подлинное. 

[ 102 ] Под «ограниченной плоскостью» («Ъе&гепгіе ЕЪепе») Лобачев¬ 
ский разумеет часть плоскости, ограниченную непрерывной замкнутой 
кривой, «плоскую фигуру», как часто говорят теперь. Проходя через 
такую фигуру, неограниченная прямая должна из нее выйти и таким 
образом делит ее на две части. 

Самое важное точно выраженное применение, которое это положе¬ 
ние в дальнейшем получает, заключается в том, что прямая , пересекая 
одну сторону треугольника и входя поэтому внутрь треугольника, должна 
из него выйти, а потому неизбежно пересекает и другую сторону треуголь¬ 
ника. Отнюдь не будет преувеличением сказать, что построение свое¬ 
образной теории параллельных линий Лобачевского опирается пре¬ 
имущественно на это положение (см., например, предложения 17 и 18 
«Геометрических исследований»). Выделенный таким образом частный 
случай, которого несомненно достаточно, чтобы в дальнейшем (при 
правильном определении непрерывной замкнутой кривой) доказать 
общее предложение, в позднейшей литературе обыкновенно называют 
аксиомой Паша. Хотя на это положение, несомненно, опираются и 
гораздо более ранние авторы (Саккери, Лежандр), но в совершенно 
отчетливой форме оно действительно выражено впервые в сочине¬ 
нии Паша «Лекции по новой геометрии» 1 2 ) ((IV. Сггшнізаіж) в теории 
плоскости). 

[ЮЗ] 0 ТО — частный случай предложения 7 (см. примечание [ 106 ]). 

[і° 4 ] Точнее: прямолинейный отрезок, соединяющий точку, лежащую 
по одну сторону некоторой прямой, с точкой, лежащей по другую 
сторону той же прямой, пересекает эту прямую. 

[ 106 ] Важное предложение абсолютной геометрии, т. е. той части 
элементарной геометрии, которая не зависит от V постулата Евклида. 
Оно составляет содержание предложения 1.27 «Начал» Евклида; при¬ 
водим его формулировку по Евклиду: Если прямая, пересекая две [дру¬ 
гие] прямые линии, образует с ними равные накрест лежащие углы, то эти 
прямые параллельны. 

[і°б] з оригинале «Соп^гиепі». Во всех своих сочинениях, напи¬ 
санных на русском языке, Лобачевский называет конгруэнтные фигуры 


1) Новейшие издатели «Начал» Евклида. 

2) М. РаасЬ, Ѵогіезип^еп йЪег пеиеге О-еотеігіе, Ьеіргі^, 1882, стр. 21; новое- 
издание с обширным предисловием Дена (М. НеЬп) выпущено в 1926 году* 
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одинаковыми 1 ). В настоящем переводе везде сохранен термин «кон¬ 
груэнтны». 

[іо<] в своих предыдущих сочинениях по геометрии Лобачевский 
определяет плоскость как «поверхность, где пересекаются равные 
сферы вокруг двух постоянных центров», а круг — как пересечение двух 
•сфер с одним и тем же радиусом 2 ). Отсюда сразу вытекает предло¬ 
жение 12. 

[і°8] 0 ТО предложение формулировано не вполне точно: сфериче¬ 
ские треугольники при этих условиях либо конгруэнтны, либо сим¬ 
метричны. 


II. Параллельные линии 

Эта глава содержит три предложения. 

Первое основное предложение 16 посвящено постулату Лобачевского, 
который он вводит в противовес постулату Евклида. Предложение 4 
предыдущей главы гласило: две прямые, перпендикулярные к одной 
и той же третьей прямой, никогда не пересекаются, сколько бы мы их 
ни продолжали. Таким образом если в плоскости лежат прямая ВС 
и точка А вне ее, то существует во всяком случае одна прямая в этой 
плоскости, проходящая через Л и не пересекающаяся с ВС ,—это 
перпендикуляр ЕАЕ' к перпендикуляру АВ, опущенному из точки А 
на ВС (черт. 1 текста Лобачевского). Теперь можно поставить вопрос: 
-существуют ли кроме ЕАЕ' еще прямые, проходящие через Л и не 
встречающие ВС? 

Евклид вводит постулат (V постулат), что других таких прямых 
не существует. Лобачевский вводит противоположный постулат; он 
.заканчивается словами: 

«Не зная, есть ли перпендикуляр АЕ единственная прямая, кото¬ 
рая не встречается с ВС, будем считать возможным, что суще¬ 
ствуют и другие линии, например АО, которые не встречают ВС, 
сколько бы мы их ни продолоюали ». 

В предложении 16 сделаны выводы, непосредственно вытекающие 
из этого постулата, и вводится соответствующая терминология. Парал¬ 
лельной линией по отношению к прямой ВС называется не просто 
прямая, лежащая в данной плоскости и не пересекающая ВС, —это 


1) См., например, сочинение «Геометрия», стр. 52 этой книги, 
а) Например, «Новые начала геометрии», ст. 18. Н. й. Лобачевский, 
Поли. собр. соч., стр. 181. 
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граничная прямая, первая из непересекающих прямых. Разъяснение 
этого положения сделано в примечании [ 109 ]. 

Этим начинается геометрия Лобачевского. Предложения 17 и 18 _ 

первые две теоремы этой геометрии, первые свойства параллель¬ 
ных линий, далеко не очевидные, и очень искусно доказанные Ло¬ 
бачевским. 

Независимо от Лобачевского неевклидова геометрия была открыта 
Гауссом и Вольаи. Оба начинают построение геометрии в общем 
с того же постулата, что и Лобачевский, и с тех же теорем (в несколько- 
иной модификации). Подробнее об этом см. н 
статье В. Ф. Кагана «Строение неевклидовой 
геометрии у Лобачевского, Гаусса и Вольаи», § 6 х ). 

[1°9] Существование «граничной прямой» тре¬ 
бует, конечно, доказательства. Оно основано на 
непрерывности пучка прямых или, лучше сказать у 
лучей, проходящих внутри угла ЕАВ из его 
вершины А (черт. 7). При допущении, что,, 
кроме АЕ , есть еще лучи, не встречающие ВС У 
лучи этого пучка распадаются на две категории: 
лучи первой категории АЕ, АЕ', АЕ", . . . ветре- 
Черт. 7. чают луч ВС, лучи второй категории АС, АС' 

АС", . . . его не встречают. При этом все лучи 
первой категории неизбежно расположены по одну сторону лучей 
второй категории, и обратно. В самом деле, если лучи АЕ и АЕ" 
принадлежат первой категории, то никакой луч второй категории не 
может лежать между ними, ибо всякий луч АЕ', лежащий между 
двумя лучами АЕ и АЕ", встречающими СВ, также встречает СВ 
(предложение 3 и к нему примечание [ 102 ]). 

Таким образом, положение, что из точки А внутри прямого угла ЕАВ 
выходит не один, а несколько (и вследствие этого—- бесконечное мно¬ 
жество) лучей, не встречающих СВ, приводит 
к образованию дедекиндова сечения 1 2 ) в пучке 
лучей, проходящих в угле ЕАВ через его 

1) В. Ф. Каган, Лобачевский и -его геометрия^ 

М., 1955, стр. 225—232. 

2) Принцип Дедекинда (или аксиома непрерывности) 
для лучей, проходящих внутри некоторого ориентирован¬ 
ного угла АОВ (т. е. угла^внутри-которого установлено А ^ 
направление, например от О А к ОВ) из его вервіины О 
(черт. 8), состоит в следующем. Если все лучи пучка раз¬ 
биты на две категории так, что всякий луч первой ксѵте- 
гории (ОА', О А" и т. д.) предшествует всякому лучу второй категории (ОВ г у 
ОВ" и т. д.), то либо имеется последний луч первой категории, либо первый луч 






112] 


ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 


271 


вершину. Вследствие этого по принципу Дедекинда в этом пучке- 
необходимо существует граничный луч , представляющий собой либо- 
последний луч в первой категории (последний луч, встречающий П С), 
либо первый луч второй категории (первый луч, не встречающий П С). 
Но последнего встречающего луча существовать не может; в самом 
деле, если АК есть встречающий луч, то, взяв на ВС точки Е', В 1 " за 
точкой Б 1 , мы получим дальнейшие лучи, встречающие П(7. Следова¬ 
тельно, существует первый луч второй категории, т. е. первый (гра¬ 
ничный) луч, не встречающий ВС; это и есть луч АН , который Лоба¬ 
чевский называет параллельным ПС. 

Лобачевский в «Новых началах геометрии с полной теорией парал¬ 
лельных» называет лучи, встречающие ПС встречными или сводными ; 
лучи же не встречающие (кроме параллельного) — невстречными или 
несводными 1 ). 

Геометрия, построенная на всех постулатах Евклида, с заменой, 
однако, постулата о параллельных (V постулата) допущением, что 
в плоскости из точки, лежащей вне прямой, можно провести больше 
одной прямой, не встречающей данной, и есть неевклидова геометрия 
Лобачевского. Однако название «неевклидова геометрия» в настоящее 
время получила гораздо более широкое значение; но в примечаниях 
к настоящему сочинению мы под «неевклидовой геометрией» всегда 
разумеем геометрию Лобачевского; ее в настоящее время обычно назы¬ 
вают также гиперболической геометрией (см. примечание [ 218 ]). 

[И°] 0 ТО обозначение основано на том, что угол параллельности 
в неевклидовой геометрии, как это будет ниже обнаружено, предста¬ 
вляет собой функцию расстояния р. 

[ ш ] Этот небольшой абзац посвящен случаю евклидовой гео¬ 
метрии, а следующий — снова неевклидовой геометрии. 

[ИЗ] Иными словами, прямая АН считается параллельной пря¬ 
мой ВС в сторону НП, а прямая АК —параллельной той же прямой 
в сторону ПН. Это получает еще более точное выражение, если гово¬ 
рить только о лучах, а не о прямых: луч АН параллелен лучу ВС 
(черт. 1 текста Лобачевского), а луч АК параллелен лучу СВ ; вместе 
с тем через точку А , лежащую вне луча Н(7, во всяком случае (т. е. 

второй категории. Этот граничный луч ОК образует так называемое дедекин- 
дово сечение пучка лучей. 

Первоначально принцип Дедекинда был формулирован для действительных 
чисел (см., например, Г. М. Фихтенгольц, Курс дифференциального и инте¬ 
грального исчисления, т. I, М. — Л., 1949, стр. 27). О принципе Дедикинда в гео¬ 
метрии см. А. П. Н о р д е н, Элементарное введение в геометрию Лобачевского^ 
М. — Л., 1953, стр. 40—41. 

і) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. II, стр. 266. 
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как в евклидовой, так и в неевклидовой геометрии) проходит один и 
"только один параллельный ему луч АН. Лобачевский этой терминоло¬ 
гией не пользуется: он всегда пишет «линия АН параллельна ли¬ 
нии И С» или же «прямая АН параллельна прямой И С». Но это всегда 
нужно понимать в том смысле, что луч АН параллелен лучу НС. 

[ИЗ] Строго говоря, этот именно признак непосредственно служит 
определением параллели. Луч АН параллелен ВС, если он не встречает 
ВС, между тем как всякий луч, проходящий внутри угла ИАН , встре¬ 
чает БС. Существенно важной особенностью такого определения парал¬ 
лели является то обстоятельство, что оно носит абсолютный характер* т. е. 
пригодно как для неевклидовой, так и для евклидовой геометрии. 

Заметим, что Лобачевский, в сущности, всегда опирается на это 
свойство параллели, которым она определяется. 

[ 114 ] Содержащееся в предыдущем предложении определение парал¬ 
лели связывает ее с точкой, из которой она выходит: луч АВ парал¬ 
лелен СБ (черт. 2 текста Лобачевского), если он не встречает СБ 
и в точке А отделяет лучи, пересекающие С Б от непересекающих. 
Будет ли этот луч производить такое же отделение пересекающих 
-лучей от непересекающих в другой своей точке, скажем, в точке Е 
или Е' ? Этот именно вопрос получает разрешение в предложении 17. 

[ііб] Должно встретить потому, что в точке А луч АВ по условию 
►отделяет встречающие лучи СБ от невстречающих. 

[ И6 ] На основании аксиомы Паша, вытекающей из предложения 3. 
См. примечание [ 302 ]. 

[іі V] Иначе говоря, лучи ЕВ и Е'В в точках Е, Е' производят 
отделение пересекающих лучей от непересекающих, т. е. как луч ЕВ у 
так и луч Е'В параллельны лучу СБ. 

[ 118 ] Дано, таким образом, что луч АВ параллелен лучу С Б ; нужно 
.доказать, что и луч СБ параллелен АВ. Так как луч СБ не встре¬ 
чает АВ, то остается только обнаружить, что всякий луч СЕ , прохо¬ 
дящий внутри угла БСА, встретит АВ. Это доказательство Лобачев¬ 
ский и проводит. 

[ 119 ] Полоса ВАЕЕ повернута вокруг точки А таким образом, что 
линия АЕ совпадает с линией АО , ЕЕ с ОН, а АВ с АК. Поэтому 
углы поворота ЕАС и ВАК равны. Далее Лобачевский производит 
обратный поворот и возвращает отрезок А О в положение АЕ\ тогда 
-луч ОБ пойдет по ЕЕ, АБ — по АВ и точка Б совпадает с точкой 
пересечения лучей АВ ч СЕ. 
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III. Сумма внутренних углов прямолинейного треугольника 

В этой главе Лобачевский рассматривает вопрос о сумме углов 
треугольника и прежде всего устанавливает два факта: 1) эта сумма 
не может быть больше тс (предложение 19) и 2) если она равна тс 
для какого-нибудь одного треугольника, то она равна тс и для вся¬ 
кого треугольника (предложение 20). Предложение 21 носит вспомо¬ 
гательный характер, а предложение 22 устанавливает важную связь 
между V постулатом Евклида и суммой углов треугольника: если 
принять V постулат, то сумма углов треугольника равна тс. 

Последний результат был формулирован еще Евклидом в предло¬ 
жении I. 32 «Начал»; его открытие приписывают Фалесу Милетскому 
{ѴН —VI в. до н. э.). Первые два предложения имеют гораздо более 
позднее происхождение; впервые они были установлены Саккери 
в работе, опубликованной в 1733 году 1 ). Работа Саккери оставалась 
неизвестной, и Лежандр независимо от Саккери- доказал их в на¬ 
чале XIX в. при попытках изложить курс геометрии без введения 
специального постулата 2 ). 

Ни Саккери, ни Лежандр не сделали последнего решающего вывода 
из этих трех предложений. Его делает Лобачевский в заключительной 
части предложения 22: 

«Отсюда следует, что во всех прямолинейных треугольниках 
сумма трех углов либо равна тс, и тогда угол параллельности 
П (р) = ъ Д ля любой линии р , либо во всех треугольниках 
эта сумма <1 тс, и тогда также П (_р) < — тс. Первое предположение 
служит основой обыкновенной геометрии и плоской тригономе¬ 
трии. Второе предположение также может быть допугцено, не при¬ 
водя ни к какому противоречию в результатах . . .». 

П Лобачевский развертывает эти результаты — свою воображаемую 
геометрию. 


1) Сг. БассЬегі, ЕисНДез аЪ онші паеѵо ѵіпДісаіиз ..., Мііапо, 1733. 

2) А. М. Ье&епДге, Ёіётепіз Де ^ёотёігіе, Рагіз, 1-е изд., 1794; 12-е изд., 
1823. В конце жизни Лежандр составил мемуар, объединивший все его попытки 
доказать постулат о параллельных линиях: КёПехіопз зиг ДіЛёгепіез тапіёгез 
<1е Дётопігег Іа іЬёогіе Дез рагаііёіез ои 1е Шёогёте зиг Іа зотте Дез ігоіз ап^іез 
Ди ігіап&іе («Размышления о различных способах доказать теорию параллельных 
линий или теорему о сумме углов треугольника»). Мёшоігез .Де І’АсаДётіе Дез 
Бсіепсез, т. ХП, Рагіз, 1833; в этом мему аре впервые формулировано предложение 20 
•«Геометрических исследований» Лобачевского. Это предложение Лобачевский 
получил независимо от Лежандра: оно имеется еще в «Записках Темникова» от 
1817 года (см. стр. 383 этой книги). 


18 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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[120] Уточняем ход рассуждения Лобачевского. Обозначим наимень¬ 
ший угол первого (заданного) треугольника АВС через у. Указанным 
построением мы переходим от первого треугольника ко второму АСЕ 
с той же суммой всех углов те + а, но сумма двух углов второго тре¬ 
угольника равна у, следовательно, его наименьший угол <-^Т* От 

второго треугольника можно тем же способом перейти к третьему ; 
сумма всех его углов останется равной тс —|— ос, а наименьший угол 

будет < Это построение можно продолжать до тех пор, пока 

сумма двух углов треугольника не станет меньше а; тогда третий 
его угол будет больше тс. 


[ 121 ] Доказательство этой важной теоремы Лобачевский разбивает, 
на ряд этапов. Он доказывает последовательно, что если существует 
хотя бы один треугольник, сумма углов которого равна тс, то: 

1) существует прямоугольный треугольник с такой же суммой углов; 

2) существует прямоугольник , т. е. четырехугольник, все углы кото¬ 
рого — прямые; 

3) существует прямоугольник, стороны которого могут превзойти 
любые заданные размеры; 

4) существует прямоугольный треугольник с суммой углов, рав¬ 
ной тс, катеты которого могут превзойти любые заданные размеры; 

5) сумма углов любого прямоугольного треугольника равна тс и, 
наконец, 

6) сумма углов любого треугольника равна тс. 


[ 322 ] т ак как у ГОЛ ВАС острый, то основание перпендикуляра, 
опущенного из точки В на сторону АС, должно в силу предыдущего 
предложения упасть на луч АС, а не на его продолжение; по той же 
причине оно должно упасть и на луч С А ; основание перпендикуляра 
должно, следовательно, лежать внутри стороны АС. Треугольник ра¬ 
зобьется поэтому на два составляющих треугольника. 

Так как сумма внутренних углов треугольника АВС равна тс, 
в составляющих же треугольниках к ним присоединяются еще два 
прямых угла, то сумма внутренних углов обоих составляющих тре¬ 
угольников составит 2тс. Поскольку в силу предыдущего предложе¬ 
ния ни в одном из двух составляющих треугольников сумма углов 
не может оказаться больше тс, она должна быть в каждом из соста- 
\ вляющих треугольников равна тс. 

Весь смысл этой части доказательства заключается в том, чтобы 
показать, что при существовании какого-либо треугольника, в кото¬ 
ром сумма углов равна тс всегда возможно построить прямоугольный 
треугольник, в котором сумма внутренних углов также равна тс. 
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[ 128 ] Прикладывая к нему конгруэнтный ему треугольник гипо¬ 
тенузой к гипотенузе, но, повернув последнюю в обратную сторону 
так, чтобы точка О попала в Б, а точка В — в (7. 

[ 124 ] Вновь по той причине, что ни в одном из этих двух треуголь¬ 
ников сумма внутренних углов не может превысить те. 

[ 125 ] Иначе говоря, располагая уже прямоугольным треугольником, 
в котором сумма углов равна те, можно при его помощи построить другой 
прямоугольный треугольник с той же суммой углов (=те), в котором 
катеты будут сколь угодно велики (соответственно больше любых двух 
заданных отрезков). Если поэтому возьмем произвольный прямоуголь¬ 
ный треугольник ЕСЕ (черт. 7 текста Лобачевского), то можно будет 
построить такой прямоугольный треугольник ВСБ с суммой углов =те, 
в котором треугольник ЁСЕ займет положение, указанное на черт. 7 *) 

[і-2б] 0 ТО будут прямоугольные треугольники ВСВ и ЕСТ) с общим 
катетом СБ и прямоугольные треугольники ЕСБ и ЕСЕ с общим 
катетом ЕС. 

[Ш] Таким образом доказано, что при сделанном предположении 
в любом прямоугольном треугольнике сумма углов равна те. 

[128] Если АВС (черт. 5 текста Лобачевского) есть совершенно 
произвольный треугольник, то мы разобьем его на два прямоуголь¬ 
ных треугольника; в каждом из них сумма внутренних углов равна те, 
в обоих вместе = 2те; отбросив сумму двух прямых углов, образовав¬ 
шихся при дополнительной вершине, придем к заключению, что и 
в исходном треугольнике АВС сумма углов равна те. 

[129] Поскольку сумма внутренних углов треугольника не может 
превысить те, каждый из внешних углов треугольника не может быть 
меньше суммы двух внутренних углов, с ним не смежных; поэтому 
^ БАЕ-\- ВЕА = ВЕА < ос. 

[ 180 ] Лобачевский обозначает греческой буквой (ос или (3) величину, 
которую в настоящее время принято называть дефектом треугольника. 
Как установлено предложениями 19 и 20, могут быть только две воз¬ 
можности: либо сумма углов любого прямолинейного треугольника 
равна те, либо она меньше те. Разность между те и этой суммой и 
есть дефект треугольника; он будет, следовательно, или положитель¬ 
ной величиной, или нулем. Ниже Лобачевский доказывает, что при 

1) В тексте Лобачевского не согласованы обозначения вершин прямоугольника 
на черт. 6 и треугольника на черт. 7. В этой книге обозначения на черт. 6 и 7 
приведены в соответствие. 


18* 
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[131 


соблюдении условия теоремы дефект треугольника равен нулю — в 
этом и состоит предложение 22. 

[131] Так как САР = тт — а, ^ АРС = 6, то сумма углов 
прямоугольного треугольника АСР равна тс —[— & — а, откуда и выте¬ 
кает равенство ос -|- (3 = а — Ъ. 

[132] Так как по условию луч АВ параллелен (71), то луч АР будет 
пересекать (71), сколь бы малым мы ни взяли угол а. Что касается 
угла &, то он может быть сделан сколь угодно малым согласно пред¬ 
ложению 21. Таким образом в предыдущем равенстве а -|-$ = а — Ь 
левая часть имеет постоянные неотрицательные слагаемые а и (3; 
правая же часть бесконечно мала; отсюда вывод автора. 

[133] 0 этого места Лобачевский, таким образом, твердо принимает 
второе возможное допущение, именно, что сумма углов треугольника 
меньше тг, и в этом предположении развертывает все свои дальней¬ 
шие рассуждения. Это нужно постоянно помнить, следя за дальней¬ 
шим текстом. 


IV, Исследование угла параллельности 


В первом же предложении неевклидовой геометрии — предложе¬ 
нии 16—Лобачевский ввел функцию П (#)—угол параллельности , 

•соответствующий отрезку р. По опре¬ 
делению, это — такой угол а, что если 
из концов отрезка р провести два луча, 
один из которых перпендикулярен к р , 
а другой образует с р острый угол а, 
и направить эти лучи так, чтобы они 



Черт. 9. 


лежали в одной полуплоскости (черт. 9), то они будут параллельны 
друг другу (в смысле Лобачевского). 

Позже, в главе X, эта функция будет определена — Лобачевский 
получит для нее аналитическое выражение. В главе IV, состоящей 
только из одного предложения 23, установлена только ее качествен¬ 
ная характеристика: эта функция 
проходит через все значения от 
~ до 0, когда отрезок р растет 
от 0 до оо; она непрерывна и мо¬ 
нотонно . убывает, ее график 
имеет вид сплошной кривой на 



71 

ъ 

А 

О 

р 


Черт. 10. 


черт. 10. 

В заключительной части главы Лобачевский дает этой функции П (.р) 
определение также и для нулевого и отрицательных значений р . 
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Определяя П (р) дополнительно формулами П( 0 )=-^- и ІГ( — р) = 
= от — П(і?), он дополняет график функции штриховой частью, сим¬ 
метричной к сплошной части относительно центра А. Теперь форму¬ 
лировка предложения 23 становится пригодной действительно для 
любого угла: острого, прямого и тупого. 

Функция П (р) войдет во все формулы тригонометрии для пло¬ 
скости Лобачевского; поэтому ей уделяется такое внимание. 

[ 134 ] Сумма углов треугольника, разбитого трансверсалью на два 
составляющих треугольника, всегда меньше, чем сумма углов любого 
из этих составляющих треугольников. Фактически это было уже обна¬ 
ружено при доказательстве предложения 22 . Там было показано, 
что в треугольнике ЛОР, разбитом трансверсалью АЕ на треуголь¬ 
ник АСЕ с суммой углов те— а и треугольник АЕЕ с суммой углов 
тс — (3, сумма внутренних углов равна тс — а —.(3. В случае, с которым 
мы здесь имеем дело, сумма углов треугольника АА"В" поэтому меньше, 
чем в треугольнике А А"В'. 

[136] 9 Т0 доказывается так же, как и существование параллели 
(см. предложение 16 и к нему примечание [ 109 ]). Принимая это, Лоба¬ 
чевский обнаруживает, что луч ЕС действительно параллелен лучу АВ, 
т. е. что всякий луч ЕН, проходящий внутри угла СЕ А , встречает АВ. 

[ізв] 0 ТО следует из того, что перпендикуляр КН , выходит из 
точки К , лежащей до основания первого, не встречающего АВ пер¬ 
пендикуляра ЕС. 

[137] Если, как на черт. 11, АЕ есть тот отрезок р , для которого 
П (р) = а (= /_ВАЕ), и мы возьмем АЕ' < АЕ, то луч АВ будет встре¬ 
чать перпендикуляр Е'С ', а потому луч АВ', 
параллельный Е'С' , будет проходить выше АВ, т. е. 
при АЕ' < АЕ имеем П (АЕ') > П (АЕ). Итак, 

П (р) есть монотонная функция от р, убываю¬ 
щая с возрастанием р и, следовательно, возра¬ 
стающая с убыванием р. Как было доказано 
выше, при этом возрастании функция П (р) А 

должна проходить через все значения углов, 

1 1 Черт. 11. 

меньших “ 2 "тс; поэтому П (р) стремится к тс, 

когда р стремится к нулю. И обратно, убывая с возрастанием р 
функция П (і>) должна принимать любые сколь угодно малые значе¬ 
ния; она стремится поэтому к нулю, когда р неограниченно возрастает. 

[ізв] Согласно изложенному выше, каждому положительному чи- 
слу р (при установленной единице меры, в которой оно выражает 
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определенный отрезок) соответствует острый угол а, связанный с р 


соотношением 


П (Р) = *- 


Этот угол обращается в тг при р = 0 и обратно, каждому углу а, 
1 * 

не превышающему — тс, соответствует отрезок, а вместе с тем и поло¬ 
жительное число р , при котором имеет место соотношение (1). Если 
на стороне ВС угла АВС = а отложим отрезок ВС=р (черт. 12), то 
р перпендикуляр ОБ, восставленный к этой стороне 
I угла из точки С, будет параллелен БА. 

/ Если р есть отрицательное число, то функция 

/ П (— р) геометрически не установлена. С другой 

/ стороны, равенство (1) при наличных определениях 

/ не имеет содержания, если а есть тупой угол. 

Ь\ Теперь Лобачевский определяет функцию П (— р) 

В V С (для отрицательного значения аргумента) соотноше- 


Черт. 12. 


П(— р) =Я—-П (р). 


В силу этого соотношения каждому отрицательному числу —р также 
соответствует угол а, для которого 

П(— р) = а, (Б) 


но это будет угол тупой, тс— П (р) у И обратно, если а есть 
тупой угол тт < а < тг^ , то ему всегда отвечает один и только один 
отрицательный аргумент —р, для которого имеет место соотноше¬ 
ние (2): выбрав в этом случае р так, чтобы П (р) = тс — а, получим 
то значение р, при котором соотношение (2) имеет место. При этих 
условиях в функции П ( х ) аргумент может изменяться от — оо до -|- оо; 
значение же функции меняется от тг до 0. Вместе с тем, каков бы 
ни был угол а в пределах от 0 до тс, всегда найдется одно и только 
одно (положительное или отрицательное) 
значение х , при котором П ( х) = а. 

Геометрический смысл положительного 
значения аргумента р выяснен выше* 

Если а есть тупой угол (черт. 13) и при 
р' = — р имеет место соотношение (2), то 
в силу определения (2) П (р) = тс—р'* 

Если поэтому теперь на продолжении сто- Черт. 13. 

роны ВС отложим отрезок ВС'=р> то перпендикуляр С'В' будет 
параллелен второй стороне угла. Определение (3) представляется 
поэтому вполне естественным. 
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V. Взаимное расположение параллельных линий 

По своему содержанию эта глава является продолжением главы П 
«Параллельные линии»—в ней доказываются два свойства парал¬ 
лельных прямых в геометрии Лобачевского. 

Первое свойство (предложение 24) указывает на характер взаим¬ 
ного расположения двух параллельных прямых. В евклидовой гео¬ 
метрии две параллельные линии находятся на всем их протяжении 
на одном и том же расстоянии друг от друга; это значит, что все 
перпендикуляры, опущенные из точек одной прямой на другую, ей 
параллельную, равны между собой. В геометрии же Лобачевского 
происходит совершенно иное: там эти перпендикуляры сокращаются 
при движении в сторону параллельности прямых. Ниже (в конце пред¬ 
ложения 33) Лобачевский докажет, что эти перпендикуляры неогра¬ 
ниченно сокращаются, т. е. две параллельные прямые асимптотически 
приближаются друг к другу. 

Напротив, второе свойство (так называемая транзитивность парал¬ 
лелизма), имеющее место в евклидовой геометрии, дословно перено¬ 
сится и на геометрию Лобачевского: две прямые, параллельные 
третьей, параллельны между собой (предложение 25). Следует только 
иметь в виду, что в условиях неевклидовой геометрии формули¬ 
ровка предложения 25 требует уточнения (иначе она может оказаться 
невернойі); ее следует формулировать так: две прямые, параллель¬ 
ные третьей в одну и ту же сторону , параллельны между собой 
в эту же сторону *). 

Глава заканчивается очень важным замечанием, значение кото¬ 
рого выяснится в дальнейшем. 

[Х39] Ссылку на предложение 22 нужно относить к концу его, где 
устанавливается, что в дальнейшем исследование будет производиться 
на основе допущения, что сумма углов треугольника меньше тс, 
а потому сумма углов в четырехугольнике меньше 2тс. 

[і4°] Четырехугольник АВВС принадлежит именно к тому типу, 
который рассматривал Саккери 1 2 ). ЕВ есть так называемая средняя 
линия этого четырехугольника; она перпендикулярна к обоим его 
основаниям. 


1) Если две дрямые параллельны третьей в разных направлениях , то они не 
обязательно параллельны друг другу. Так, например, две пересекающиеся прямые 
могут быть параллельны третьей, но они, очевидно, не параллельны между собой. 

2) О четырехугольнике Саккери см. В. Ф. Каган, Лобачевский и его гео¬ 
метрия, М., 1955, стр. 159. 
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[ ш ] Следующее доказательство того же предложения кажется 
несколько проще. Положим, что луч АВ параллелен лучу С Б (черт. 14). 

Из точки В, лежащей от 1 в сторону парал¬ 
лельности, опустим на СВ перпендикуляр ЕЕ~ 
Так как ВЕЕ ^ ЛЕЕ = тс, а ^ САЕ -}- 
+ АЕЕ < тс, то ВЕЕ > ^ ВАС, т. е. 
П (ІЛ' 7 ) > П {АС), а потому (предложение 23, 
заключительная часть) ЕЕ<^АС. 

° ^ Заметим, что в сторону параллельности 

Черт. 14. расстояние одной параллели от другой убывает 

неограниченно; в противоположную же сторону (как говорит Лоба¬ 
чевский, «в сторону развода»), оно неограниченно возрастает. 


[ 142 ] Крайней линией здесь названа прямая, лежащая вне полосы, 
ограничиваемой первыми двумя параллелями. 

Обращаясь к доказательству этого предложения, нужно прежде 
всего заметить, что прямые А В и СВ встретиться не могут, потому 
что из точки их пересечения, если бы таковая существовала, выхо¬ 
дили бы два луча, параллельных ЕЕ, что не может иметь места 
(см. примечание [ 112 ]). Остается, таким образом, обнаружить, что АВ 
есть граничный луч, не встречающий СВ ; это автор и выполняет,. 


[ 14а ] Угол ВСЕ есть угол параллельности, соответствующий рас¬ 
стоянию СЕ, а потому он меньше прямого. 


[ 144 ] Отсюда уже следует, что линии АВ и ЕЕ не пересекаются: 
через общую их точку, если бы таковая существовала, необходимо 
проходила бы и прямая СВ, потому что три прямые АВ, СВ и ЕЕ 
лежат попарно в одной плоскости; но это не может иметь места, так 
как линии АВ и СВ параллельны. 


VI. Измерение трехгранных углов 

Первые два предложения этой главы относятся к свойствам трех¬ 
гранных углов и принадлежат абсолютной геометрии. Лобачевский 
рассматривал их еще в 1823 году в своем учебнике «Геометрия»; 
здесь он приводит для них те же доказательства 1 ). 

Предложение 26 является вспомогательным; оно необходимо Лоба¬ 
чевскому для замены площади сферического треугольника площадью 
треугольника, симметричного ему относительно центра сферы. Эту 
замену он будет проводить в следующем предложении. 

Замечательное предложение 27 о том, что площадь сферического 
треугольника пропорциональна его «избытку», т. е. разности между 


1) Ср. «Геометрия», гл. IV, стр. 46—48 этой книги. 
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суммой углов треугольника и двумя прямыми углами, имеет для 
Лобачевского очень большое значение по, трем причинам. 

Во-первых, оно не зависит от постулата о параллельных линиях. 
Позже, в предложении 35 Лобачевский установит, что абсолютный 
характер имеют и все соотношения сферической тригонометрии. 

Во-вторых, это предложение имеет точный аналог для прямолиней¬ 
ных треугольников в плоскости Лобачевского: только там «избыток» 
будет заменен «дефектом» треугольника разностью между тс и сум¬ 
мой углов треугольника. В «Геометрических исследованиях» Лоба¬ 
чевский не рассматривает площадей плоских фигур и не приводит 
этой теоремы, но она появляется у него уже в первой опубликован¬ 
ной работе по неевклидовой геометрии — «О началах геометрии» 1 ); 
другое доказательство этого дано в «Пангеометрии» 2 ). 

Наконец, в-третьих, при помощи этого предложения Лобачевский 
доказывает следующее, основное для неевклидовой геометрии пред¬ 
ложение 28 — о сумме двугранных углов в трехгранном угле, у кото¬ 
рого вершина становится бесконечно далекой. 

Это предложение 28 гласит: если три плоскости пересекаются по 
параллельным линиям, то сумма образуемых ими трех двугранных углов 
равна двум прямым. Оно играет в неевклидовой геометрии очень важ¬ 
ную роль. После установления нового понятия о параллельности 
двух лучей (первого основного момента в неевклидовой геометрии) 
это предложение является вторым основным моментом в построении 
неевклидовой геометрии. Сущность дела заключается в том, что оно 
является абсолютным , т. е. справедливо как в евклидовой, так и 
в неевклидовой геометрии. Если прямые АА', ВВ ', СО' параллельны 
в евклидовом пространстве, а плоскость АВС к ним перпендикулярна, 
то углы А, В, С треугольника АВС суть линейные углы двугранных 
углов (АА'), (ВВ'), (СС'), о которых идет речь. Сумма углов тре¬ 
угольника АВС равна тс, а вместе с тем и сумма трех двугранных 
углов, которые образуются, когда три плоскости пересекаются по 
параллельным линиям АА' , ВВ' , СС' также равна тс. В неевклидовой 
геометрии прежде всего нельзя провести плоскости, перпендикуляр¬ 
ной к трем параллельным прямым. Сумма углов треугольника АВС, 
как бы мы ни выбрали точки А, В, С на параллелях, меньше тс; но 
сумма двугранных углов (АА'), (ВВ') и (СС') здесь остается рав¬ 
ной тс. Значение этого факта выяснится в главе ѴПІ. 

[Ш] Противолежащие треугольники — это два сферических треуголь¬ 
ника АВС и А'В'С' , вершины которых (А и А', В и В', С и С') 
являются диаметрально противоположными точками одной и той же 

1) П. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 220. 

2 ) См. стр. 183 этой книги. 
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сферы 1 ). Доказательство равновеликости таких треугольников сво¬ 
дится к разбиению их на соответственно конгруэнтные части; более 
подробно оно изложено в сочинении «Геометрия» на стр. 46—47 этой 
книги. 

[ 146 ] В оригинале сказано «ОЪегШсЬеп» (поверхностей); в действи¬ 
тельности здесь идет речь о равенстве площадей (т. е. о равновели¬ 
кости) двух фигур. Во всех своих сочинениях Лобачевский называет 
две фигуры или два тела равными, когда они, по современной тер¬ 
минологии, равновелики. Напротив того, когда они конгруэнтны, он 
на немецком языке называет их «соп^тиепі», на русском — «одина¬ 
ковыми» (см. примечание [ 106 ], а также сочинение «Геометрия», 
стр. 52 и примечание [ 42 ]). Поэтому следующее предложение Лоба¬ 
чевского нужно понимать так: две фигуры равновелики , если они обра¬ 
зуются составлением или отделением равновеликих частей. 

[ 147 ] Трехгранный угол, как и всякий телесный угол, измеряется 
площадью той части сферы единичного радиуса, которую он на ней 
вырезывает. Площадь сферического треугольника выражается числом 
А-\-В-\-С — те, где А, В, С суть углы треугольника. Сообразно этому 
предложение, о котором идет речь, должно было бы гласить: «трех¬ 
гранный телесный угол равен сумме его двугранных углов без двух 
прямых ». Расхождение вызвано тем, что Лобачевский пользуется вдвое 
большей единицей измерения площади на сфере, чем принятой 
в настоящее время; поэтому он выражает площадь сферы не числом 4те, 
а числом 2те в особого рода единицах. См. об этом примечание [ 39 ] 
к сочинению «Геометрия». 

Это предложение было, конечно, хорошо известно до Лобачевского; 
как и предыдущее предложение, оно принадлежит абсолютной гео¬ 
метрии. Впервые оно было, повидимому, установлено в 1603 году 
англичанином Гаррио (ТЪ. Наггіоі) и независимо открыто и опубли¬ 
ковано Жираром (Сгігагсі) в 1629 году 2 3 ). Лобачевский мог бы на него 
непосредственно сослаться. Приведенные, однако, в тексте два дока¬ 
зательства имеют двоякую роль. Во-первых, Лобачевскому необхо¬ 
димо четко показать, что доказательство этого предложения не зависит 
от теории параллельных линий. Во-вторых, принадлежащее ему вто¬ 
рое доказательство имеет то значение, что оно с несущественными 


1) В оригинале: «^е^епйЪегзІеІіетІе Бгеіеске». В сочинениях, написанных на 

русском языке, Лобачевский называет эти треугольники вершинными ; см., напри¬ 
мер, «Геометрия», стр. 46 этой книги. 

3) Подробные сведения об этом открытии можно найти в книге Г Т г о р I к е, 
ОезсМсМе <1ег Еіетепіаг-Маіііетаик, Вегііп и. Ьеіргі^, 2-е изд., т. V, 
стр. 129—130. 
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изменениями может быть применено к разысканию площади прямо¬ 
линейного треугольника в его неевклидовой геометрии 1 ). 

Первое доказательство предложения 27 имеется в «Геометрии» 
(стр. 47—48 этой книги) с теми же обозначениями (см. черт. 14 текста 
«Геометрии»). 

[14в] Треугольники Р и X образуют сферический двуугольник 
(«вырезок» по терминологии Лобачевского, см. «Геометрия», стр. 38 
этой книги). Как выяснено в предыдущем примечании, Лобачевский 
выражает его площадь тем же числом, что и угол В . 

[149] Точнее, окружности больших кругов, перпендикулярные к РЕ. 

[ібО] Ссылка на предложение 15 здесь неправильна. Предложе¬ 
ние 15 устанавливало равенство сферических треугольников по сто¬ 
роне и прилежащим к ней двум углам; в данном же случае у тре¬ 
угольников ВИР и АЕВ (а также ВНЕ и ЕОС) равны сторона и два 
угла, из которых один (прямой) противолежит этой стороне. Но в рас¬ 
сматриваемом случае, когда стороны треугольника меньше половины 
большого круга, сферические треугольники равны и при данных 
условиях 2 ). 

[Ш] Треугольники АЕР и ВНР симметричны относительно точки Р\ 
такие симметричные фигуры всегда могут быть приведены в поло¬ 
жение, при котором они будут противолежать друг другу на сфере; 
поэтому находит себе применение предложение 26. 

[ 152 ] Предложение 15 применяется здесь дважды: первый раз к тре¬ 
угольникам АЕО и СОЕ (сторона ЕО общая, АЕ = СО = ВН , углы Е 
и О прямые), а второй раз — к треугольникам ЕАС и ОСА (АЕ = СО, 
АО = ЕС, / т ,АЯ'С= І^СОЕ, так как каждый из них получается вычи¬ 
танием угла СЕ О = АОЕ из прямого угла). 

[ ш ] Окончание доказательства приводим в свободном изложе¬ 
нии, так как сжатый текст Лобачевского потребовал бы много при¬ 
мечаний . 

Лобачевский доказал, что для всякого треугольника, сумма углов 
которого равна 8, можно построить на той же сфере равновеликую 
ему «сферическую прямоугольную равнобочную трапецию» АВСР (см. 
черт. 15, повторяющий черт. 19 Лобачевского), у которой боковые 

1) См. сочинение «О началах геометрии», Н. И. Лобачевский, Полн. 
собр. соч., т. I, стр. 219—220. 

2) Это следует из того, что через точку сферы, не являющуюся полюсом* 
можно провести только один меридиан. 
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стороны АВ и С Б равны, углы при верхнем основании ВС пря> 

$ 

мые, а каждый из двух углов при нижнем основании равен -д- *). 

Продолжим теперь верхнее и нижнее основания трапеции за вер¬ 
шину С до точки Е их пересечения и построим прямоугольный сфе¬ 
рический треугольник ЕСЕ? 
симметричный треугольнику 
ЕСВ относительно этой точки. 
Затем соединим середину Н 
дуги ВС дугами больших кру- 
Черт. 15. гов с точками А и Е. 

Лобачевский доказывает прежде всего, что эти дуги составляют 
продолжение одна другой. Это вытекает из равенства сферических 
треугольников АВН и ЕСН. Действительно, АВ = ОБ = СЕ, ВН = СН, 
углы В и С прямые. Следовательно, дуги АНЕ и АН ЕЕ являются 
полуокружностями, так как они пересекаются в двух противополож¬ 
ных точках сферы А и Е\ каждая из них равна тс, фигура АНЕЕБА 
представляет «сферический вырезок» по терминологии Лобачевского. 
Далее, Лобачевский составляет очевидную цепь равенств углов: 

НАБ = ПРЕ = у 8 — ВАН = у Я — НРБ = у 8 — НЕЕ — ЕЕО = 

= 1Я _ НАБ — ЕБО = ~ <5 — НАБ — (те — АВС) = 

= ±8 —НАБ — (те — уЗ) = Я — те — НАБ, 

откуда ПАБ = — те). Согласно выбранной Лобачевским единице 

площади вырезок АНЕЕВА имеет площадь, равную тому же выраже¬ 
нию -і- (8 — тс): 

Пл. АНЕЕБА = і (Я — те). 

Но эта площадь может быть преобразована в площадь рассмотренной 
трапеции. Действительно, 

АНЕЕВА = АНСВ + НЕЕ-\- СЕВ = АНСВ + НЕЕ-^ЕСЕ = 

= АНСВ + НЕС = АНСВ + НАВ = АВСВ. 

Выше было установлено, что трапеция АВСВ равновелика исход¬ 
ному треугольнику; следовательно, его площадь равна ($— тс). 

[1^4] Речь идет о предложении, формулированном в конце пред¬ 
ложения 25. 



*) Стороны трапеции — дуги больших кругов. 
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[165] Приводимый здесь черт. 16 соответствует чертежу 20 текста 
Лобачевского; на нем добавлены обозначения, введенные в тексте. 

[166] Если искомый 
третий угол обозначим 
через $, то в силу пред¬ 
ложения 27 

« = -§-0 + Х+Р — и), 

откуда 

$ — 7г -|- 2а — го — X. 

[ 167 ] Легко видеть, что 
-стороне I противолежит 
угол, смежный с тем, ко¬ 
торый на сфере С противолежит стороне р'. Точно так же стороне т 
противолежит угол, смежный с тем, который на сфере А противо¬ 
лежит стороне р . 

[ 168 ] Лобачевский хочет сказать, что при неограниченном убывании 
двух^сторон I и т сферического треугольника, которое имеет место, 
когда точка В беспредельно удаляется по параллели ВВ' , его пло¬ 
щадь § стремится к нулю 1 ). В равенстве 

\ {Х+Г-\-2 — я) = а + р-+-Й — гѵ 

правая часть стремится к нулю, а левая сохраняет постоянное зна¬ 
чение, которое поэтому не может быть отличным от нуля. 

VII. Предельная линия 

В этой главе впервые появляется геометрический образ, которого 
не существует в евклидовой геометрии, — плоская кривая, называемая 
предельной линией или орициклом (точный перевод с греческого — 
«предельный круг»). 

' Первые два предложения (29 и 30) носят подготовительный 
характер; предельная линия появляется в предложении 31 в резуль¬ 
тате своеобразного построения, связанного с пучком параллельных 
прямых, т. е. множеством всех прямых, лежащих в одной плоскости 
и параллельных друг другу в одном направлении. Если взять на 


]) Дуги берутся в отношении к длине большого круга, а площади — в отно¬ 
шении к площади сферы. 
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одной из этих прямых (черт. 17) произвольную точку А и строить 
для нее симметричные точки А х , А 2 , Л 3 , ... по отношению ко всем 
остальным прямым этого пучка, то геометрическое место таких точек 
и есть предельная линия. Исходная точка А 
также включается в предельную линию и не 
является чем-нибудь выделяющейся — ее роль 
может играть любая из точек А ѵ А 2 , А г , . . . 

Учитывая большое значение предельной линии ' 
при построении неевклидовой геометрии, в при¬ 
мечании [ 168 ] подробно изложены свойства пре¬ 
дельной линии и различные точки зрения на 
ее происхождение. 

Предложение 32 объясняет название этой 
Черт. 17. линии—доказывается, что предельная линия 

есть предельное положение окружности, центр 
которой неограниченно удаляется в определенном направлении. 
«Поэтому, — заключает Лобачевский, — предельная линия может назы¬ 
ваться также кругом с бесконечно большим радиусом ». 

Наконец, в предложении 33 Лобачевский устанавливает важную 
аналитическую зависимость между длинами 5 и з' дуг двух предель¬ 
ных линий, образованных общим пучком параллельных прямых и 
заключенных между двумя параллелями этого пучка. Отношение 
этих длин оказывается очень простой функцией от расстояния х 
между ними: з' = зе~ х . На этой формуле будет основана тригономет¬ 
рия в плоскости Лобачевского; эта тригонометрия составит содержа¬ 
ние последних глав сочинения. 

[ 1б 9] в евклидовой плоскости около всякого треугольника можно 
описать окружность; перпендикуляры, восставленные к сторонам 
треугольника из их середин, всегда пересекаются и притом в одной* 
точке, которая и служит центром описанной около треугольника 
окружности, В неевклидовой геометрии Лобачевского дело обстоит 
иначе: если два из этих перпендикуляров пересекаются, то через точку 
их пересечения необходимо проходит и третий перпендикуляр; точка 
пересечения есть центр описанной окружности. Но может случиться, 
что два перпендикуляра вовсе не пересекутся; в таком случае не 
пересекаются никакие два из трех перпендикуляров: описанной около 
треугольника окружности не существует. 

[ 16 °] Приведенное в тексте доказательство ничем не отличается 
от того, при помощи которого издавна доказывается, что около каждого 
треугольника можно описать окружность (Евклид, «Начала», IV, 5), 
Существенным моментом является только то, что при традиционном 
доказательстве всегда принимается, что точка пересечения Ю перпен- 
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дикуляров ЕВ и ЕВ всегда существует. Действительное же обосно¬ 
вание этого неизбежно опирается на евклидов постулат о параллель¬ 
ных линиях. Обнаружим это. 

В треугольнике АВС во всяком случае существует острый угол. 
Положим (черт. 18), что В есть вершина острого угла и АВ^ВС. 
Из середины Е стороны АВ восставляем перпен¬ 
дикуляр ЕЕ ". Так как прямая ЕЕ' перпендикулярна 
к АВ У а прямая ВС образует с нею острый угол, то 
прямые ЕЕ' и ВС пересекутся в некоторой точке Е' 

(постулат о параллельных в так называемой Ле- 
жандровой форме 1 )). 

При этом угол ЕЕ'В будет острый, так как а 
треугольник ВЕЕ' прямоугольный. Если ЕЕ' есть 
перпендикуляр, восставленный к стороне ВС из ее Черт. 18. 
середины Е, то ВЕ ^ ВЕ < ВЕ'-, ЕЕ' непременно пере¬ 
сечется с прямой Е'Е, образующей с ВС острый угол, в некоторой 
точке В. Таким образом, традиционное доказательство существования 
центра описанной около треугольника окружности, проведенное со 
всей необходимой полнотой, дважды опирается на постулат о парал¬ 
лельных линиях. 

В неевклидовой геометрии применить изложенное выше рассужде¬ 
ние нельзя. Более того, если допустить, что около всякого треуголь¬ 
ника можно описать окружность, то отсюда вытекает постулат 
о параллельных линиях. Докажем это. 

Допустим, следовательно, что около всякого треугольника можно 
описать окружность. Пусть теперь прямая ЕЕ' перпендикулярна 

к прямой АВ, а другая прямая НЕ 9 обра¬ 
зует с ней острый угол (черт. 19). Пока¬ 
жем, что при сделанном предположении 
наклонная НЕ' неизбежно встречает перпен¬ 
дикуляр ЕЕ', т. е. имеет место постулат 
о параллельных линиях. Для этого отложим 
на прямой ЕН по обе стороны от точки Е 
равные отрезки ЕА = ЕВ . Из точки В опу¬ 
стим на прямую НЕ' перпендикуляр ВЕ , 
который не может совпасть с ВН, потому 
что последняя прямая к НЕ' не перпенди¬ 
кулярна. На прямой ВЕ от точки Е по дру¬ 
гую ее сторону отложим отрезок ЕС = ЕВ. 


II 




Тогда три точки А, В , С не лежат на одной прямой; согласно 
допущению, вокруг треугольника АВС можно описать окружность. 


!) Стр. 248 этой книги. 
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[161 


Центр этой окружности неизбежно ляжет в точке пересечения пря¬ 
мых ЕЕ' и ЕЕ'. 

Положение «через любые три точки, не лежащие на одной прямой, 
можно провести окружность» эквивалентно постулату Евклида; оно 
представляет собой одну из форм постулата, устанавливающего евкли¬ 
дову геометрию. 


[ ш ] Согласно предыдущей теореме эти три перпендикуляра могут 
друг с другом не пересекаться. В этом последнем случае любые 
два из них представляют собой либо параллельные, либо расходя¬ 
щиеся прямые. Настоящее предложение утверждает, что если два 
из трех перпендикуляров параллельны, то и все три между собой 
параллельны. 



[ 162 ] На черт. 22 текста Лобачевского, при помощи которого Лоба¬ 
чевский обосновывает все доказательства, оба перпендикуляра ВЕ 

и ЕО , восставленные к сторонам треуголь¬ 
ника АС и ВС из их середин 2) и Е, пере¬ 
секают третью сторону АВ в точках В и М 
и притом так, что середина Н третьей сто¬ 
роны лежит между точками ЬиІ. Эту кон¬ 
фигурацию необходимо прежде всего обос¬ 
новать. 

Конечно, могло бы случиться, что пер¬ 
пендикуляр БЕ действительно встречает 
сторону треугольника АВ, между тем как перпендикуляр ЕС встре¬ 
чает не АВ, а АС, как это имеет место на черт. 20. Однако в пред¬ 
положении, что перпендикуляры ВЕ, 

ЕС, НК не пересекаются (как это со¬ 
ответствует условию теоремы), конфи¬ 
гурация, приведенная на черт. 22 
текста Лобачевского, всегда имеет ме¬ 
сто, если за основание АВ взята наи¬ 
большая сторона треугольника (АВ^АС, 

АВ^ВС, см. черт. 21). В самом деле, 

перпендикуляр НІ к стороне АВ, выходя из треугольника, пересекает 



большую из двух других сторон треугольника, скажем, сторону СВ, 
в некоторой точке I . Так как АВ СВ, то НВ ЕВ, а потому во 
всяком случае ІВ>ЕВ (предложение 9). Точка Е лежит, следова¬ 
тельно, внутри стороны ІВ треугольника ІНВ. Перпендикуляр ЕМ, 
входя внутрь треугольника ІНВ , должен пересечь еще одну его 
сторону; но сторону ІН он встретить не может, так как перпендику¬ 
ляры НК и ЕС по^ условию не пересекаются. Следовательно, он 
встречает сторону НВ, т. е. точка М лежит между Н и В. 



1в7 ] ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 289 : 

Заметим, что случай АВ = СВ теперь нужно считать исключенным. 
В самом деле, медиана ВВ, входя внутрь треугольника ЕВМ, должна 
встретить сторону ЕМ в некоторой точке N. Если бы АВ = СВ, То 
перпендикуляр БЕ совпал бы с медианой ВВ и, следовательно, 
пересек бы перпендикуляр ЕС, что противно условию. Итак, АВ > СВ. 

Но в таком случае в треугольниках АВВ и <7 .В В при общей сто¬ 
роне ВВ и при АВ = ВС третьи стороны не равны (АВ^>СВ). Сле¬ 
довательно, /^АВВ^ І^СВВ (предложение I. 24 ^<Начал» Евклида, 
не зависящее от постулата о параллельных). Следовательно, угол АВВ 
тупой. Поэтому перпендикуляр ВЕ входит внутрь четырехуголь¬ 
ника АВВН\ выходя из него, он не может встретить стороны, ВВ, 
потому что он вообще не пересекается с перпендикуляром НК. Он 
встречает, таким образом, сторону АН в некоторой точке В. 

[163] Здесь, быть может, была бы уместнее ссылка и на пред¬ 
ложение 17: луч ВЕ, параллельный ЕС, сохраняет признак парал¬ 
лельности и в точке Ь ; поэтому луч ВС 
необходимо пересечет ЕС. 

[ 164 ] Ибо ВЕ не встречает НК по усло¬ 
вию, а всякий луч ВВ, проходящий внутри 
угла ЕВН, встречает НК. 

[ібб] Вряд ли здесь уместна ссылка на 
предложение 23. Ясно, что ^ А'АВ = П (Ь), / шв А'АН=І[(с), откуда 
и вытекает первое из трех равенств; совершенно таким же образом 
устанавливаются и два других* 

[ 166 ] По условию ЕС\\НК. Проводим луч АА', 
параллельный ЕС и НК (черт. 22). Всякий луч 
Аф, проходящий внутри угла А'АН, непременно 
встречает НК, а потому встречает и ВЕ в не¬ 
которой точке 8. Если поэтому луч АА Г не встре¬ 
чает ВЕ, то он ему параллелен- 

[167^ Еслц перпендикуляр ВЕ встречает луч 
АА' в некоторой точке В (черт 23), то уго лВАВ 

или А'АВ меньше Если поэтому на АВ отло¬ 
жим отрезок АВ' так, что П (АВ') = ^ А'АВ, т. е. так, что перпен- 
дикуляр Б'Е' к АО параллелен АА' , то точка Б' Должна будет 
упасть за точку Б, т. е. А Б' > Ъ, а Б'О <С Ь. Но П (Б'С) — ^Б'СС', 
П (ОР) = П (а) = ^ С'СЕ. Поэтому С = П {Б'С) + П (а); а так как 
Б'С < Ъ, то П (Б'С) > П (Ъ) н, следовательно, С> П (&) + !!(а). 




Черт. 22. 


19.3а«. 754. Н. И. Лобачевский 



290 


ПРИМЕЧАНИЯ 


Установив это неравенство, Лобачевский далее вращает сторону 
СА =. 2Ь вокруг точки С по направлению к СВ. Длины а и & остаются 
при этом без изменения, вместе с тем сохраняет свое значение и 
сумма П( а )Н_П(Ь); У гол же О уменьшается. Поэтому. наступит мо¬ 
мент, в который (7 = П {а) П (Ь). Этот момент и изображен на черт. 23 
тещзта Лобачевского? который мы здесь для ясности пополняем 
(черт. 24). Если теперь разделим угол (^СВ лучом С С' так, чтобы 
І)СС Г = П (Ь), /^ЕСС' = П (а), то оба луча ВЕ и ЕС будут парал¬ 
лельны СС а потому будут параллельны между собой. С другой 
стороны, і. Я'яв = с'св = П (&). Поэтому ^ вдв < /_ясс< 
< і. <дСВ] отсюда следует В( ? > СВ. Совершенно аналогичным образом 
докажем, что Б(? > С , т. е. Б(? = с' остается наибольшей стороной 
в треугольнике БСф. Мы находимся поэтому вполне в условиях уже 



рассмотренного случая. Перпендикуляры БЕ и ЕС пересекают сто¬ 
рону в точках Ь и М, причем середина Н стороны Б(? лежит 
между ними. А так как перпендикуляры БЕ и ЕС между собой 
параллельны, то им параллелен и третий перпендикуляр НК , при¬ 
чем имеют место три равенства, установленных выше. 

[Ш] Ввиду исключительной важности всех соображений, содер¬ 
жащихся в настоящем предложении, они подробнее изложены здесь 
с различных точек зрения. Это примечание полезно прочесть уже 
при первом ознакомлении с текстом. 

Изложим подробно указанное в тексте построение предельной линии. 

Лобачевский предполагает сначала, что предельная линия задана 
некоторой определенной своей точкой А и проходящей через эту 
точку осью АВ (черт. 24 текста Лобачевского). Под произвольным 
острым углом ВАС к оси он проводит прямую АС, на ней отклады¬ 
вает отрезок АБ = а, для которого П (а) = ВАБ, так что перпендикуляр 
к нему БЕ параллелен АВ ; затем он удваивает этот отрезок, откла¬ 
дывая БС = АБ. При непрерывном изменении угла САВ от і тс до О 
точка С образует предельную линию, определяемую «началом» А 
и «осью» АВ. Перпендикуляр БЕ к хорде АС, выходящей из. начала, 
к ее середине Б, параллелен оси АВ по самому построению кривой. 
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Совершенно так же перпендикуляр ЕС к хорде АН в ее середине И 
параллелен АВ , а . следовательно, и НЕ. Таким образом в треуголь¬ 
нике АСИ перпендикуляры, восставленные к двум его сторонам 
из их середин, параллельны. В силу предложения 30 перпендику¬ 
ляр КЬ к хорде НС в ее середине также параллелен АВ ; иначе 
говоря, все перпендикуляры, восставленные из середин хорд кривой 
в надлежащую сторону, параллельны между собой в соответствии 
с определением предельной линии. Вместе с тем ясно, что ту же 
кривую получим, если будем исходить, скажем, из точки Н и примем 
за ось луч, проходящий через Н параллельно АВ . Таким образом, 
каждая точка предельной линии может быть принята за начало, 
а проходящая через нее ось — за начальную ось. Это может быть 
выражено в следующем виде: 

Теорема 1 . Предельная линия вполне определяется любой своей точ¬ 
кой и осью. 


В тесной связи с этим находится еще одно важное свойство пре¬ 
дельной линии. Передвинем предельную линию А В так, чтобы 


точка А совместилась с точкой В , а луч 
АА' — с лучом ВВ Г (черт. 25). Тогда предель¬ 
ная линия совместится с самой собой, потому 
что она так же определяется точкой В и 
осью ВВ', как и точкой А и осью АА'. Так 
как точку В - можно взять сколь угодно 
близко к А, то можно этому результату дать 
следующее выражение: 



Теорема 2. Предельная линия может скользить по себе самой подобно 


тому, как может скользить по себе самой прямая и окру леность. 


Изложенное рассуждение обнаруживает также, что перпендикуляры, 


восставленные к хордам предельной линии из их середин, не только 
параллельны между собой, но параллельны осям кривой; они могут- 

рассматриваться как ее оси. Отсюда еще 
Д' следующий вывод: 

С Теорема 3. Предельная линия опре- 
В деляется двумя своими точками с точ¬ 
ностью до симметрии относительно пря¬ 
мой, соединяющей эти точки. 

В самом деле, если А и В суть две точки предельной линии, то 
мы найдем ее ось, восставив перпендикуляр к отрезку АВ из ее 
середины С (черт. 26). Однако эта ось может быть направлена либа 
в сторону (7(7', либо в противоположную сторону (7(7". В силу предыду¬ 
щей теоремы отсюда следует, что через точки А и В проходят две 
(и только две) предельные линии; они симметричны относительно прямой 
АВ. Третья точка уже определяет и сторону, в которую ось обращена. 
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Теорема 4. Оси предельной линии, проведенные через две ее точки, 
одинаково наклонены к хорде, соединяющей эти точки. 

В самом деле, как мы видели, А'АВ = В'ВА = П АВ ) . 
Это свойство предельной линии после Лобачевского часто принимают 
за ее определение и основывают на нем ее построение (см. ниже). 

Если хорда АВ стремится к нулю, то прямая АВ обращается 
в пределе в касательную; угол 11 ^ АВ^ при этом стремится к утг. 
Таким образом имеет место предложение: 

Теорема 5. Касательная к предельной линии перпендикулярна к оси, 
проходящей через точку касания. 

Приведем еще другое определение предельной линии; оно мало 
отличается от того, которое дано Лобачевским, но связанное с ним 
построение обладает большей наглядностью 1 ). Мы приведем здесь 
подробное обоснование этого построения; это требует некоторых пред¬ 
варительных предложений. 

Лемма 1. Как бы ни были расположены две прямые А В и С Б на 
плоскости (черт. 27), через каждую точку А одной из них можно про¬ 
вести одну и только одну прямую АЕ таким обра- 
0 С зом, чтобы она образовала с обеими данными пря- 

іО" мыми равные внутренние односторонние углы, 
т. е. чтобы имело место равенство 
АЕВ = ЕАВ. 

Чтобы это доказать, опустим из точки А 
перпендикуляр АО на прямую СВ. Если бы 
оказалось, что прямая АО перпендикулярна 
также к АВ, то это и была бы требуемая пря¬ 
мая. Положим поэтому, что АО образует с АВ 
с одной стороны острый угол ВАС , а с дру¬ 
гой стороны — тупой угол В'АС. Со сто¬ 
роны АВ, таким образом, угол ВАС меньше 
внутреннего угла БОА, который секущая АО 
образует с той же стороны со второй прямой ОБ. Если точка О пере¬ 
двинется по направлению к точке С в точку О', т. е. если секу¬ 
щая АО повернется в положение АО', то угол, который она обра¬ 
зует с лучом АВ, возрастет: І^ВАО' > /^ВАО. Напротив, соответст¬ 
вующий односторонний угол при прямой ОБ уменьшится: /_ АО'Б<С 
<] /_ А ОБ. Отложим в сторону ОС отрезок 00" АО. Тогда /_ ОАО"= 
— 1^00"А, а потому ВАС" > АО"В. Это значит, что когда 

секущая АО, вращаясь вокруг А, перейдет из положения АО в АО", 
то угол, который она образует с лучом АВ, бывший сначала меньше 



1) Это определение принадлежит Гауссу. 
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соответствующего ему одностороннего угла при второй прямой, 
в положении АС" станет больше его (^ВАС" > [_АС"Б) 4 Между 
точками С и С" в силу непрерывности изменения угла АСБ будет 
поэтому существовать точка Е , при которой ВАЕ = ^ БЕА ; АЕ и 
есть искомая прямая. При дальнейшем вращении 
секущей угол при луче АВ возрастает, соответ¬ 
ствующий же односторонний с ним угол умень¬ 
шается, равенство их нарушается. Через точку А 
проходит, следовательно, только одна прямая, обла¬ 
дающая требуемым свойством. 

Эту прямую можно называть секущей равного на¬ 
клона прямых АВ и СБ. Особенное значение имеет 
тот случай, когда лучи А В и С Б параллельны 
(черт. 28). Если в этом случае АС есть секущая равнога наклона, тог 
Гаусс называет точку С соответствующей точке А на параллели СБ. 

Каждой точке луча соответствует, таким образом, 
одна и только одна точка на любом параллельном 
луче. 

В развитие леммы 1 приведем еще следующее 
предложение: 

Лемма 2. Перпендикуляр, восставленный к секу¬ 
щей равного наклона АС двух параллельных лучей АВ 
и СБ из ее середины Е, параллелен этим лучам . 

На самом деле (черт. 29), ни одного из этих 
лучей он не может встретить, ибо через точку пере¬ 
сечения, если бы таковая существовала, вследствие равенства углов 
ВАС и БСА неизбежно проходила бы и вторая параллель. Всякий 
же луч АС, проходящий внутри угла ЕАВ, непременно встретит 
луч СБ, а потому, переходя с одной стороны прямой ЕЕ на другую, 
необходимо пересечет луч ЕЕ в некоторой точке Н 
(предложение 5 Лобачевского). Это рассуждение 
Лобачевский собственно и приводит при дока¬ 
зательстве предложения 30 (черт. 22 текста Лоба¬ 
чевского). Самое предложение 30 может быть 
в терминологии Гаусса формулировано следую¬ 
щим образом: 

Лемма 3 (черт. 30). Если через вершины А, 

В, С треугольника АВС в его плоскости проведем 
параллельные между собой лучи А А', ВВ Г , С С' 
и притом так, что точки А и В соответствуют друг другу\ на паралле¬ 
лях АА Г и ВВ', а точки В и С соответствуют друг другу на параллелях 
ВВ' и СС', то точки А и С соответствуют друг другу на параллелях 
АА Г и СС'. 
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Еще иначе: если через вершины А, В, О треугольника АВС в его пло¬ 
скости проведем параллельные лучи АА', ВВ', СО' и при этом- две сто¬ 
роны треугольника слуэюат секущими равного наклона по отношению 
к соответствуюгцим параллелям, то и третья сторона треугольника слу¬ 
жит секущей равного наклона по отношению к параллелям, проходящим 
через ее концы. 

Обратимся теперь к той роли, которую эти предложения играют 
в геометрии Лобачевского или, лучше, в том определении предельной 
линии, которое мы здесь излагаем. 

В некоторой плоскости представим себе луч А А' и совокупность 
всех ему параллельных лучей (пучок параллельных лучей, мы будем 
говорить короче: «пучок АА'»). Если будем исходить от определенной 
точки А на АА', то ей на каждом луче ВВ' пучка соответствует в уста¬ 
новленном значении слова определенная точка В. Геометрическое место 
точек В на всех лучах пучка и есть предельная линия Лобачевского. 

В самом деле, если В и С суть две точки этой линии, т. е. если 
они сортветствуют точке А на параллелях ВВ' и СС' , то в силу 
леммы 3 (т. е. предложения 30 в тексте Лобачевского) они и друг 
другу соответствуют на своих параллелях, т. е. ВС есть секущая 
равного наклона по отношению к параллелям ВВ' 
С и СС'. Согласно лемме 2 перпендикуляр ЕЕ' 
(черт. 31), восставленный из середины хорды ВС, 
параллелен лучам ВВ', СС' , т. е. принадлежит 
пучку АА'. Построенная линия обладает, таким 
образом, свойством, которым Лобачевский опре¬ 
деляет предельную линию. Обратно, построение 
Лобачевского устанавливает, что его предельная 
линия обладает свойством, содержащимся в этом 
новом определении. В самом деле, если В есть 
точка предельной линии, определяемой началом А 
и осью АА', а хорда АВ = 2а, то по построению ‘ Лобачевского 
^ А'АВ = В'В А = П (а). 

Если бы мы исходили при построении предельной линии не от 
точки 4, а от другой точки В, то точка А, как соответствующая В 
на параллели ВВ', оказалась бы на предельной линии, определяемой 
точкой В и лучом ВВ'] на ней оказалась бы и каждая точка С той 
же линии. Это значит, что любая точка предельной линии может быть 
принята за начало, а проходящая через нее ось — за начальную ось] резуль¬ 
тат, к которому приводит также построение Лобачевского, которое было 
указано выше. 

[169] Оси АС и ВВ, проведенные через концы хорды АВ предель¬ 
ной линии, образуют с этой хордой равные углы (теорема 4 в при- 
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мечании [ 16а ]). Поэтому ^ВАЕ^ /_ВАС — ^ЕАЕ—а — ; 3. С другой- 
стороны, внешний угол АЕВ треугольника АВЕ больше суммы внут¬ 
ренних, с ним не смежных, углов ВАЕ-\-АВЕ, т. е. р + ?>а — (З + а, 
что совпадает с неравенством, приведенным в тексте. Самое же пред¬ 
положение о том, что внешний угол больше суммы внутренних, с ним 
не смежных, вытекает из заключительных соображений предложения 22, 
на которое Лобачевский ссылается. 

[ 1ѵ0 ] Ссылка на предложение 21 неправильна. Из этого предло¬ 
жения можно было бы только заключить, что угол А ЕЕ стремится 
к нулю, когда точка Е неограниченно удаляется вдоль оси АС. Угол 
же ЕЕ Б неограниченно убывает потому, что луч ЕВ параллелен АС , 
и тогда луч ЕЕ встречает АС при сколь угодно малом угле ВЕЕ. 
Бее рассуждение доведено до конца 
в следующем примечании. 

[ ш ] Приведенное в тексте рас¬ 
суждение несколько сжато, но по 
существу совершенно безукориз¬ 
ненно. Мы здесь доведем его до 
конца. 

Черт. 32 воспроизводит черт. 25 
текста Лобачевского. Здесь АЕ есть 
дуга окружности, описанной из точки Е радиусом ЕА и встре¬ 
чающей прямую ВВ в точке Е. Мы покажем прежде всего, что 
точка Е при этом неизбежно лежит на луче ВВ , т. е. расположена 
относительно В со стороны точки В. Это следует из того, что 
/^АЕВ^ І^АЕЕ, а так как ^АЕЕ— ^ЕАЕ, то /^АЕВ^/^ЕАЕ; 
между тем, если бы точка пересечения падала бы в Е' по другую 
сторону от Б, то угол АЕ'В был бы меньше угла АВВ , который по 

свойству предельной линии равен 
углу ВАЕ. В тексте отчетливо дока¬ 
зано, что при этом ВАЕ меньше 
у /_ БЕЕ. 

Теперь, после того как центр Е 
уже выбран и точка Е таким обра¬ 
зом зафиксирована, возьмем про¬ 
извольно малый угол з и из 
точки Е проведем луч ЕЕ " (черт. 33), 
образующий с ЕВ угол ВЕЕ'<І в. 
Ѳтот луч встретит луч АС (вследствие параллельности лучей ЕВ и АС) 
в некоторой точке Е'. Примем теперь точку Е' за центр и проведем 
окружность радиусом Е'А. Эта окружность встретит ось ВВ в точке Е 
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лежащей относительно В также со стороны точки Х), но между В и Е. 
Вместе с тем /_ ВАР' < і /_ ЮР'Е', а /_ ВР'Е' < /_ ЮРЕ', а по- 
тому ^ ВАТ?' < у 6. Так как угол е произвольно мал, то точка Е г 
с увеличением радиуса неограниченно приближается к В. 

[ 1ТЗ ] Сущность этого рассуждения вряд ли может представить за¬ 
труднение. Тем не менее точное обоснование этих заключений требует; 

предварительного установления нескольких про¬ 
стых теорем. 

Лемма 1. Если в прямолинейном четырехуголь¬ 
нике АА'В'В (черт. 34) равны углы при «нижнем 
основании» (угол А равен углу В) и «боковые 
стороны» (АА' — ВВ'), то равны также углы при 
верхнем^ основании (угол А' равен углу В'), а сред¬ 
няя линия (т. е. прямая (7(7', соединяющая сере- 
Черт 34 дины обоих оснований) перпендикулярна к основа¬ 

ниям. 

Доказательство осуществляется наложением четырехугольника 
самого на себя так, что АВ совмещается с В А , В В ' с А А' и обратно „ 
а средняя линия СС' совмещается с самой 
собой. 

Лемма 2. Если в прямолинейном четырех¬ 
угольнике АА'В'В равны углы при верхнем и при 
ниэюнем основаниях {/_А = 1_В и /_А* = 1_В'), то 
равны и боковые стороны (АА' = ВВ'). 

Доказательство (от противного). До¬ 
пустим, что АА'<^ВВ' (черт. 35). Отложим на ВВ' 
отрезок В В" = АА'. Теперь в четырехугольнике 
АВВ"А' углы при верхнем основании в силу 
предыдущей теоремы должны быть равны: ^ ят АА'В"==:^ ят ВВ"А' у что 

несовместимо с равенством углов А А'В' 
и А'В'В. 

Теорема 1. Отрезки осей, которые содер¬ 
жатся ліежду предельными линиями, имеющими 
общие оси , равны между собой. 

На черт. 36 А А' и ВВ' суть две общие 
оси предельных линий АВ и А'В'„ Вслед¬ 
ствие этого угол А'АВ равен углу В'В А 
(см. подробное примечание [ 168 ]); по той же 
причине равны также углы АА'В' и ВВ'А'\ в силу леммы 2 по¬ 
этому равны отрезки А А' и ВВ'. 

Теперь мы можем с полным основанием говорить о расстоянии х 
между двумя «параллельными» (т. е. имеющими общие оси) пре^ 



Черт. 36. 
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дельными линиями; это расстояние можно отсчитывать по любой: 
оси: АА Г = ВВ Г = х. 

Теорема 2. Равным дугам предельной линии отвечают равные дуги - 
на параллельной предельной линии. 

Если АС = СВ, то мы совместим дугу АС с СВ (см. теорему 2. 
в примечании [ 168 ]; дуга АС может скользить по СВ). Тогда оси. 
АА' и СС' пойдут по осям СС Г и ВВ Г (теорема 3 в том же примеча¬ 
нии); равные отрезки А А' и СС а также СС' и ВВ' соответственно» 
совместятся, вместе с тем дуга А'С' совместится с дугой С'В' (та же. 
теорема 3), 

Теорема 3. Соответствующие дуги виз', і и і' двух параллельных: 
предельных линий пропорциональны. 

Эта теорема доказана в тексте на основе теоремы 2. 

[ 173 ] Как показано в тексте, отношение ^ есть функция расстоя¬ 
ния х между предельными дугами; от величин же дуг 5 и $' оно не 
зависит. Эту функцию обозначим через /*(ж). 

Возьмем три предельные дуги з, з', з", содержащиеся между теми 
же двумя осями (черт. 37)„ Пусть х будет расстояние между дугами 
5 и з'у у — расстояние между дугами з' и з". 

Тогда 

8 = з'*Г(х), з'—з"^{у), з = з" -]Г(я+ по¬ 
следовательно, функция /* ( х ) удовлетворяет 
функциональному уравнению 

/■(«+») =/■(«) ■ Ну)> 

которое характеризует показательную функцию а х1 ). Так как по 
условию /*(1) = е, то а = е, т. е. з = е х , где е, однако, остается еще 
неопределенным. Лобачевский замечает, что надлежащим выбором 
единицы длины можно привести к тому, что основание е совпадет 
с основанием неперовых логарифмов. При выяснении этого для боль¬ 
шей отчетливости будем исходить из формулы з = з' • а х . 

Если мы увеличим единицу длины в к раз, то отношение 4" со- 
хранит свое значение, число же х заменится числом х = у. Поэтому 
мы будем иметь 

8 = 8' * а кх = з' • (а к ) х . 

Число к можно выбрать так, чтобы а к = е, где е — основание непе¬ 
ровых логарифмов. Вместе с тем 

з = з'• е х или з' = з-е~ х . (1) 

1) Решение этого функционального уравнения см., например, в книге:. 
Г. М. Фихтенгольц, Курс дифференциального и интегрального исчисления^, 
т. I, М.—Л., 1951, стр. 189—190. 



Черт. 37. 



298 


ПРИМЕЧАНИЯ 


Черта над х означает, что длина отрезка выражена в специфической 
единице, при которой формула (1) имеет место. Лобачевский раз 
навсегда устанавливает, что единица меры выбрана именно так, 
а потому пишет просто з' — з • е~ х . Нужно, однако, твердо помнить, 
что этим зафиксирована единица длины. 

В связи с этим нужно обратить внимание на следующее весьма 
важное обстоятельство. В гиперболической геометрии, как обнаружи¬ 
вают эти соображения, существует некоторая специфическая длина, 
выбор которой в качестве единицы меры имеет абсолютное преиму¬ 
щество: говорят, что в гиперболическом пространстве возможна «абсо¬ 
лютная мера длины». Эта единица меры определяется математические 
и на основе этого определения может быть фактически установлена 
только экспериментально 1 ). Абсолютная мера длины гиперболического 
пространства есть та, в которой имеет место соотношение з' = е~ х , 
это — ее математическое определение. 

Какова же эта единица фактически? Этот вопрос может быть раз¬ 
решен только прямым измерением. Дальнейшие соображения по этому 
вопросу читатель найдет ниже, в примечании [’ 221 ]. 

Отрезок, служащий при установленных соглашениях единицей 
длины, в настоящее время часто называют радиусом кривизны простран¬ 
ства. Возможность абсолютной единицы длины долго вызывала воз¬ 
ражения против признания гиперболической геометрии. В евклидовом 
пространстве такой абсолютной единицы не существует: все прямо¬ 
линейные отрезки здесь равноправны, и единица меры может быть 
установлена только заданием стандарта — зафиксированного стержня. 
Однако на сфере абсолютная мера длины в том смысле, как пони¬ 
мается этот термин, возможна: за таковую можно, например, принять 
длину окружности большого круга или определенную ее часть. Такой 
абсолютной единицей меры является также радиан, т. е. тг-я часть 
полуокружности большого круга; в этой именно абсолютной единице 
обыкновенно пишутся все метрические соотноше¬ 
ния сферической геометрии. 

*) Абсолютная мера длины имеет простой геометри¬ 
ческий смысл. Проведем биссектрису прямого угла 
ЛОВ — луч ОС (черт. 38) и отложим на нем отре¬ 
зок ОК, такой, что Й((Ж)==-^-. Через точку К прове¬ 
дем прямую МА, перпендикулярную к этой биссектрисе. 

Черт. 38. Очевидно, она будет параллельна как лучу ОБ, так и 

лучу О А (в различных направлениях). Теперь через 
точку О проведем предельную линию с осью О А. Ее дуга ОР от точки О до 
пересечения с МА будет иметь длину, равную абсолютной мере к . 

Доказательство этого см. в книге: Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., 
-т. II, стр. 524—525. 




ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 


299 


173 ] 


Если в гиперболическом пространстве за единицу меры принять 
не радиус кривизны пространства, а другой отрезок, в к раз меныпий, 
то основное соотношение предложения 33 принимает вид 

_ X 

8* = 8 • е к 

Теперь радиус кривизны выражается числом к . 

Если радиус сферы выражается числом В, то кривизна сферы 
1 

выражается числом ; по аналогии с этим при соотношении (2) 
говорят, что кривизна гиперболического пространства выражается 
отрицательным числом — ■— . Этот выбор отрицательного числа имеет 

дополнительные основания, указанные ниже, в примечании [ ааі ]. 

Существование в геометрии Лобачевского абсолютной меры длины 
выясняет, в чем заключалась ошибка Лежандра, когда он пытался 
доказать теорему «сумма углов прямолинейного треугольника равна 
двум прямым», основываясь на принципе однородности 1 ). Рассмотрим 
-это подробнее. 

Так называемый «принцип однородности» состоит в том, что ли¬ 
нейная величина сама по себе не может определяться числом до тех 
пор, пока не выбран некоторый отрезок, принятый за единицу изме¬ 
рения. Поэтому во всякую формулу, содержащую линейные отрезки, 
должны обязательно входить только отношения этих отрезков. Таковы, 
например, тригонометрические соотношения между элементами прямо¬ 
линейного треугольника, формулы сферической тригонометрии и т. д. 
В частности, не мооісет существовать соотношения между сторонами и 
углами треугольника , в которые входил бы только один отрезок: в формулы 
прямолинейной тригонометрии входят отношения сторон или других 
линейных элементов треугольника, а в формулы сферической тригоно¬ 
метрии— отношение стороны (дуги большого круга) к радиусу сферы. 

Опираясь на этот принцип, Лежандр следующим образом доказы¬ 
вает теорему о сумме углов треугольника 2 ). 

Двумя углами и стороной, к которой эти углы прилегают, тре¬ 
угольник вполне определяется, так что 

0=? (А, в; с). (1) 


( 2 ) 


1) А. М. Ье&епбге, Ёіётепіз бе ^ёотёігіе, Рагіз, 1794, Иоіе IV; более по¬ 
дробно эти рассуждения Лежандра изложены в его мемуаре: А. М. Ье^епёге, 
КёЙехіопз виг бШёгепѣез тапіёгез" бе бётопігег Іа Шёогіе без рагаііёіез ои 1е іЪёо- 
гёте зиг Іа зотше без ігоіз ап^іез би Ъгіап^іе, Мётоігез бе РАсабётіе без Всіеп- 
сез, Рагіз, 1833, т. ХП, стр. 367—410. 

2 ) Передаем в изложении X. Л. Герлинга (см. Н. И. Лобачевский, Поли. 
собр. соч., т. I, стр. 64—65). 
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Если примем прямой угол за единицу, то 1, В и С будут числа. 
Отсюда следует, что с не должно входить в функцию <р — иначе бы 
нарушался принцип однородности, следовательно, соотношение ( 1 )- 
должно иметь вид С = у(А В) ( 2 ) 

т. е. каждый угол треугольника определяется двумя другими углами х ). 
А В частности, если А есть прямой 

угол (черт. 39), то соотношение (2) 
переходит в 

0 = Ф(В), (3> 



т. е. в прямоугольном треугольнике 
каждый острый угол вполне опреде¬ 
ляется другим острым углом. Если мы обозначим острые углы тре¬ 
угольника АВС через ,3 и у, то 


р=?(у) и Т =?(?)• (4) 

Проведем теперь высоту АВ треугольника; он разобьется на два 
прямоугольных треугольника АВВ и А СВ ; из треугольника АВВ 
следует, что ВАВ = ср ((з) = у = С, таким же образом САВ = ср ( 7 )= 

= ? = в. 

Следовательно, В-{- С = А = у т. е. сумма углов прямоугольного 
треугольника равна двум прямым. Это же сразу доказывается и для 
косоугольного треугольника разбиением его на два прямоугольных. 

Ошибка Лежандра состоит в том, что его исходная формула ( 1 ) 
недостаточно обоснована — она верна лишь в том предположении, что 
в геометрии не существует абсолютной меры длины, а это предполо¬ 
жение эквивалентно постулату о параллельных линиях. Сферический 
треугольник также определяется стороной и двумя прилежащими 
к ней углами; однако в нем соотношение ( 1 ) не имеет места; оно 
заменяется следующим: 

0=ч(а,В,±), (1') 

и принцип однородности, таким образом, не нарушается. Здесь радиус 
сферы г играет роль абсолютной меры длины. 

Точно так же и в геометрии Лобачевского соотношение ( 1 ) при¬ 
нимает вид 

с = 9 (а, в, і.) (1 ") 


і) Это и имеет место в евклидовой геометрии: соотношение (2) имеет вид 

С = 7Е - А - В. 
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-также согласно с принципом однородности. Во все формулы тригоно¬ 
метрии в плоскости Лобачевского входят не просто отрезки, а их отно¬ 
шения к абсолютной мере к. Основная функция Лобачевского — выра- 
-жение угла параллельности 

си = П (х) 

содержит не один линейный отрезок, а два: хи к; она имеет вид 

си. = 2 агс^ е к . 


VIII. Предельная поверхность 

Эта небольшая глава состоит только из одного предложения 34, 
«содержащего определение предельной поверхности и доказательство 
некоторых ее свойств. Но не будет преувеличением сказать, что в ней 
«содержится важнейший результат, полученный Лобачевским: восста¬ 
новление евклидовой геометрии в неевклидовом пространстве. 

Предельная поверхность (орисфера) может быть определена совер¬ 
шенно так же, как и предельная линия, только на этот раз вместо 
плоского пучка параллелей рассматривается связка параллелей в про¬ 
странстве 1 ). Лобачевский доказывает сначала равноправие всех осей 
поверхности, затем исследует ее плоские сечения (они оказываются 
либо предельными линиями, либо окружностями, причем через две 
точки поверхности можно провести только одну лежащую на ней 
предельную линию) и, наконец, исследует предельный треугольник — 
треугольник на предельной поверхности, сторонами которого являются 
предельные линии. 

Сумма углов предельного треугольника оказывается равной двум 
прямым. Отсюда вытекает, что на предельной поверхности имеет место 
геометрия Евклида. «Насильственно устраненная с плоскости, она 
перенеслась на предельную поверхность и оттуда продиктовала законы 
пространства. . . Это был центральный момент в деле создания неев¬ 
клидовой геометрии» 2 ). 

Теперь можно воспользоваться известными соотношениями евкли¬ 
довой метрики, применив их для предельной поверхности. Это делает 
Лобачевский в следующей главе и при их помощи устанавливает 
•тригонометрические соотношения в плоскости Лобачевского. 


!) Лобачевский определяет предельную поверхность проще — как поверхность 
вращения предельной линии вокруг одной ее оси. Но приведенное нами опреде- 
.ление имеет преимущество всякой аналогии; оно подробно развито в первом же 
примечании к этой главе. 

2) В, Ф. Каган, Лобачевский и его геометрия, М., 1955, стр. 18. (Цщ?ат?а 
включена редакцией наст, издания.) 
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[ 1 ‘ 4 ] Предложение 34 составляет главную основу всего дальней¬ 
шего развития неевклидовой геометрии. Приведем его тщательный 
анализ и ряд указаний для уяснения дальнейшего текста. 

Предельную поверхность Лобачевский определяет как такую- по¬ 
верхность, которая образуется вращением предельной линии вокруг’ 
одной из своих осей. Ѳто определение, таким образом, существенно 
отличается от определения предельной линии. Между тем эти опре¬ 
деления могут быть сближены. Все элементы для такого объединения 
содержатся и в предложении 34 «Геометрических исследований». 

Предположим, как в тексте, что предельная поверхность образо¬ 
вана вращением предельной линии вокруг ее оси А А' (черт. 27 текста 
Лобачевского). Лобачевский отмечает прежде всего, что во всякой точке В 
поверхности ось ВВ' наклонена к хорде АВ под тем же углом, под кото¬ 
рым к этой хорде наклонена ось вращения АА'. В терминологии Гаусса 
это означает, что точка В на луче В В' соответствует точке А на 
луче АА'; оно и естественно, так как В есть точка предельной линии,, 
которая в плоскости осей АА' и ВВ' определяется началом А и осъюАА г 
(см. примечание [ 168 ]). Но так как этим свойством обладает каждая 
точка предельной поверхности, то это приводит к следующему опре¬ 
делению последней. 

Представим себе все лучи в пространстве , параллельные лучу АА ',— 
«связку параллелей» {АА'}. Каждый луч В В' этой связки лежит с АА Г 
в одной плоскости, и на нем существует одна и только одна точка В, 
соответствующая (см. то же примечание) точке А луча АА '. Геоме¬ 
трическое место точек В на всех лучах связки и есть предельная поверх¬ 
ность, определяемая точкой А и осью АА'. Это определение предельной 
поверхности явно аналогично определению предельной линии в пло¬ 
скости. Исследование предельной линии основывается, главным обра¬ 
зом, на предложении, приведенном в указанном примечании в виде 
леммы 3. Это предложение остается в силе и в том случае, когда, 
параллельные лучи АА', ВВ', ОС' расположатся не в плоскости АВС , 
а как угодно в пространстве. Именно, доказательство этой теоремы 
и составляет главное содержание предложения 31 в тексте. Форму¬ 
лируем ее в этом виде. 

Если АА', ВВ' и СО' суть параллельные между собой лучи, которые- 
не расположены в одной плоскости, причем как точка В на луче ВВ', так 
и точка С на луче СС', соответствуют точке А на луче АА', то точки 
В и С соответствуют друг другу на лучах ВВ' и СС'. 

Самое доказательство, приведенное в тексте, устанавливает прежде 
всего, что около треугольника АВС при условиях задания всегда, 
можно описать окружность. Это не находится в противоречии с тем, 
что в гиперболической геометрии около данного треугольника не всегда 
возможно описать окружность. Дело в том, что рассматриваемый здесі> 
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треугольник не произвольный: две его вершины соответствуют третьей 
на трех параллелях, проходящих через его вершины и не располо¬ 
женных в одной плоскости. Это есть уже треугольник специфического 
строения, при котором описанная окружность всегда существует. 

Доказательство заключается в том, что на перпендикуляре ВЕ У 
восставленном в плоскости треугольника к стороне А В из ее сере¬ 
дины В, устанавливается точка Е, через которую проходит также 
перпендикуляр ЕЕ, восставленный из середины Е стороны АС. При 
этом оказывается, что перпендикуляр, восставленный из точки Е 
к плоскости треугольника, параллелен связке лучей А А', ВВ ', СС'. 
Проведя через этот перпендикуляр и середину С третьей стороны ВС 
плоскость, получим в сечении с плоскостью параллелей ВВ' и СО' 
луч СС', параллельный им и перпендикулярный к ВС. Поэтому 

В'ВС = 1_ СОВ — П С®) , т. е. точки В и С соответствуют друг 

другу на параллелях В В' и С С '. 

Если теперь за начало предельной поверхности примем точку В 
и луч ВВ' — за начальную ось, то точки А и С, как соответствую¬ 
щие ей на лучах А А' и СС', окажутся на поверхности. Эта 
значит: 

Еаоюдая точка предельной поверхности может быть принята за начало г 
а проходягцая через нее ось — за начальную ось. 

Предельную поверхность можно, таким образом, рассматривать как 
поверхность вращения вокруг любой оси (подобно тому как это имеет 
место в случае сферы и плоскости). 

Теперь уже нетрудно показать совершенно так же, как это было 
сделано в примечании [ 168 ] (теорема 2), что предельная поверхность 
может передвигаться по самой себе так, чтобы каждая ее точка при¬ 
шла в совмещение с любой другой ее точкой, а вращением поверх¬ 
ности вокруг любой ее точки можно любой выходящий из этой точки 
предельный луч поверхности привести в совмещение с любым дру¬ 
гим предельным лучом, выходящим из той же точки. На предельной 
поверхности, таким образом, возможны движения тех же типов, что 
и на плоскости или на сфере. 

[ г ‘ б ] Так как АА' есть ось вращения, то ВВ' и СС' суть оси пре¬ 
дельных линий, служащих меридианами; поэтому оси ВВ' и А А' 
одинаково наклонены к хорде АВ, а оси СС' и А А' одинаково накло¬ 
нены к хорде АС (см. примечание [ 168 ], теорема 4). В предложении 31, 
на которое Лобачевский ссылается, это свойство предельной линии г 
конечно, содержится, но явно не выражено. 

[ 1;6 ] Ссылка на предложение 23 вряд ли обоснована. Первое утвер¬ 
ждение, что перпендикуляр ЕЮ' параллелен осям А А' и ВВ'у 
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основано на самом определении предельной линии (предложение 31); 
вследствие предложения 25 он параллелен также оси (7(7'. 

[ 177 ] См. примечание [ 138 ]. Если а есть линейный угол этого дву¬ 
гранного угла, то он здесь определяется тем числом а, для которого' 
Н(а) = а. Этот угол может оказаться острым, прямым или тупым, 
•соответственно чему, как указано в тексте, а имеет положительное, 
нулевое или отрицательное значение. Этим способом определения угла 
Лобачевский в дальнейшем пользуется очень часто (см. примечание [ 183 ]). 

[ 178 ] Плоскость В'ВЕ перпендикулярна к прямой АВ , а потому 
перпендикулярна и к плоскости АВС (это предложение не фигури¬ 
руем среди основных 15 предложений, но явно не зависит от постулата 
о параллельных линиях). Перпендикуляр ЕЕ', восставленный к пря¬ 
мой ЕЕ в плоскости В'ВЕ, будет перпендикулярен и к плоскости АВС 
'(предложение 13), или, иначе, перпендикуляр ЕЕ', восставленный 
из точки Е к плоскости АВС, лежит в плоскости В'ВЕ. А так как 

О'ВЕ == ЩЕЕ), то луч ВВ' параллелен лучу ЕЕ'. 

[і;Э] Прямая АЕ перпендикулярна к линии ЕЕ'; ЕЕ есть проекция 
.линии ЕЕ' на плоскость АВС ; поэтому прямая АЕ перпендикулярна 
ж ЕЕ. Казалось бы, можно было непосредственно сослаться: на пред¬ 
ложение о перпендикуляре к проекции и к проектирующей линии. 
Но обычное доказательство этого предложения существенно предпо¬ 
лагает, что наклонная ЕЕ' и проектирующий перпендикуляр ЕЕ' пе¬ 
ресекаются. Вследствие этого Лобачевский восполняет это доказатель¬ 
ство для того случая, когда луч ЕЕ' параллелен лучу ЕЕ'. 


[180] Через ось АА' поверхности проведем плоскость, которая пере¬ 
сечет поверхность по некоторой линии АС (черт. 40). Как было пока- 



А' С 


Черт. 40. 


зано выше, луч А А' можно рассматривать как ось, 
вращением вокруг которой линия АС образует по¬ 
верхность; следовательно, АС есть предельная 
линия. Особенно отчетливо это выясняется, если 
исходить из другого определения предельной линии 
ц поверхности (примечания [ 168 ] и [ 174 ]). По этому 
определению С есть точка луча (7(7', соответ¬ 
ствующая точке А луча АА'; но тогда в плоскости 


параллелей АА', (7(7' точка С лежит на предельной линии, опреде¬ 
ляемой точкой А и осью АА'. 


Если А, В, С суть три точки сечения, то через них, как доказано 
в примечании [ 174 ], проходит окружность (черт. 27 текста Лобачевского). 
Перпендикуляр ЕЕ' из центра этой окружности представляет собой 
ось поверхности. Плоскости ЕЕ'А А', ЕЕ'ВВ\ ЕЕ'СС' пересекают 
поверхность по предельным линиям АЕ, ВЕ , (ТЕ. При вращении вокруг 
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оси ЕЧ?' каждая из этих предельных линий образует рассматриваемую 
поверхность. Мы можем эти предельные линии рассматривать как 
меридианы; плоскость же АВС сечет поверхность по параллели, т. е. 
по окружности. 

[Ш] Пу сть АВС бу дет предельный треугольник , т. е. треугольник, соста¬ 
вленный на предельной поверхности предельными линиями АВ , ВС , СА 
(черт. 41). Плоскости этих предельных линий пересекаются по осям 
ААВВ ', СС'. Согласно предложению 28 сумма 
двугранных углов, образуемых этими плоскостя¬ 
ми, равна тг. Если в вершине А проведем каса¬ 
тельные АВ Х и АС Х к предельным линиям АВ 
и АС, то они образуют линейный угол В Х АС Х 
двугранного угла АА / (сщ. примечание [ 168 ]); 
с другой стороны, тем же углом В Х А С х измеряется 
и угол А предельного треугольника; то же отно¬ 
сится и к углам В и С. Поэтому в предельном 
треугольнике АВС сумма углов А -|- В -4- С = ц. 

[ 182 ] Этот последний результат является центральным в неевкли¬ 
довой геометрии. Рассмотрим его подробнее. 

Евклидова двумерная геометрия, так называемая планиметрия , 
может быть построена рассуждениями, относящимися только к пло¬ 
скости, т. е. без обращения в трехмерное пространство. Такое построе¬ 
ние евклидовой планиметрии осуществляется на основе возможных 
в плоскости движений и постулатов, характеризующих ее основные 
образы, главным образом прямую. Движения в евклидовой плоскости 
характеризуются следующими «постулатами движения»: 

a) Плоскость может быть перемещена в самой себе таким образом, 
■чтобы любая ее точка А пришла в совмещение с любой другой ее точкой А' 
(принцип транзитивности движения). 

b) Плоскость может быть повернута в самой себе вокруг любой ее 
точки А таким образом, чтобы любой луч АВ, выходящий из центра вра¬ 
щения, совместился с любым другим лучом АВ', также выходящим из центра 
врагцения (принцип вращения). 

Этими двумя постулатами устанавливаются возможные в плоскости 
движения. С присоединением к ним постулатов Евклида о прямой 
линии, постулатов, характеризующих расположение точек на прямой, 
постулата непрерывности, постулата Паша (см. примечание [ 102 ]), 
наконец, постулата о параллельных линиях получается база, на кото¬ 
рой строится плоская геометрия Евклида. 

Двумерная геометрия может быть в том же порядке идей построена 
и на другой поверхности, допускающей движения с теми же 



Черт. 41. 


20 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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степенями свободы. Такими поверхностями в евклидовом пространстве 
являются только сферы. На сфере возможны движения, удовлетво¬ 
ряющие принципу транзитивности и принципу вращения. Но роль 
прямых линий здесь играют окружности больших кругов, роль лучей—- 
соответствующие полуокружности. 

Однако постулаты, характеризующие окружности больших кругов: 
на сфере, существенно отличаются от постулатов, характеризующих 
прямые на плоскости. Прямая вполне определяется любыми двумя 
точками, так что две прямые на плоскости могут пересекаться только- 
в одной точке; окружности больших кругов на сфере всегда пересе¬ 
каются в двух точках. Прямая может быть неограниченно продолжена 
в обе стороны; окружность большого круга есть замкнутая кривая 
конечного размера. Это порождает глубокое различие в геометриях 
плоскости и сферы. В евклидовом пространстве существуют два типа 
поверхностей, на которых может быть построена геометрия по прин¬ 
ципу «свободной подвижности» 1 )—плоскости и сферы; им соответ¬ 
ствуют два типа двумерной геометрии: плоская и сферическая, как 
теперь часто говорят, евклидова и риманова. 

Обращаемся к «пространству Лобачевского», т. е. к пространству,, 
в котором имеют место установленные им постулаты неевклидовой 
геометрии. Здесь на плоскости имеет место своеобразная «гиперболи¬ 
ческая» геометрия, отличная от евклидовой. На сфере в гиперболи¬ 
ческом пространстве имеют место те же движения, что и на сфере 
евклидова пространства; сферическая геометрия в гиперболическом: 
пространстве не отличается от обычной, как она была построена 
в евклидовом пространстве. Лобачевский ниже обнаруживает (см. 
предложение 35), как далеко идет это совпадение. 

Но в гиперболическом пространстве существует, кроме того, заме¬ 
чательный тип поверхностей, на которых имеет место свободная по¬ 
движность. Мы видели (заключительный абзац примечания [ 174 ]), что* 
на предельной поверхности возможны движения, удовлетворяют^ 
тем же основным двум постулатам. 

При построении геометрии предельной поверхности роль прямых 
играют предельные линии. Предельная линия на предельной поверх¬ 
ности вполне определяется двумя точками. Действительно, если через: 
точки А и В предельной поверхности проведем ее оси А А' и ВВ' и 
через них проведем плоскость, то она пересечет предельную поверх¬ 
ность по той единственной предельной линии, которая на этой поверх¬ 
ности проходит через точки А и В. Далее, предельную линию можно- 
неограниченно продолжить в обе стороны. На предельной поверхности: 
остаются в силе постулаты, определяющие расположение точек на 


*) Этот термин принадлежит Софусу Ли («ітеіе Велѵе^ЙсІікеіЬ). 
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предельной линии, постулат непрерывности, постулат Паша. Лоба т 
невский еще даже не обладал точным перечнем постулатов геометрии; 
но из 15 предложений, приведенных им в начале настоящего сочи¬ 
нения в качестве базы для всего дальнейшего построения геометрии, 
10 относятся к двумерной геометрии и как бы составляют прини¬ 
маемую им аксиоматику плоской геометрии. Все эти 10 предложений 
остаются, в силе на предельной поверхности, если в них заменить 
прямые предельными линиями. Поэтому для окончательного решения 
вопроса о характере геометрии остается только решить, как обстоит 
дело с постулатом о параллельных линиях. Но мы знаем, что этот 
постулат эквивалентен предложению, что сумма углов в треугольнике, 
равна тт. В предельном треугольнике на предельной поверхности 
сумма внутренних углов действительно равна тг. Следовательно, на 
предельной поверхности имеет место евклидова геометрия. Этот замечатель¬ 
ный результат, таким образом, обнаруживает, что с отказом от посту¬ 
лата Евклида о параллельных линиях двумерная евклидова геометрия 
не прекращает своего существования: она только переносится с пло¬ 
скости на предельную поверхность. В предельном треугольнике сохра¬ 
няются соотношения евклидовой геометрии, что служит точкой отпра¬ 
вления для построения метрики неевклидова пространства. 

Полезно отметить, что в гиперболическом пространстве существуют- 
поверхности еще одного типа, на которых возможно движение фигур* 
без деформации с тремя степенями свободы; это — эквидистантные * 
поверхности. Под эквидистантной поверхностью разумеют геометриче¬ 
ское место точек, отстоящих от заданной плоскости (базы поверхности)' 
на одно и то же расстояние К (параметр поверхности). На плоскость, 
можно смотреть как на эквидистантную поверхность с параметром г 
Ь, = 0. Геометрия на эквидистантной поверхности оказывается того же- 
типа, что и геометрия на плоскости, — это геометрия Лобачевского (но* 
с другой абсолютной мерой длины). 

Таким образом, в гиперболическом пространстве существует триі 
типа поверхностей, на которых возможны движения с тремя степенями 
свободы: сферические, эквидистантные и предельные поверхности.. 

IX. Уравнения, связывающие стороны и углы 
прямоугольного треугольника 

Предложение 35, составляющее содержание главы, —наиболее важ¬ 
ное во всем сочинении. В нем устанавливаются соотношения между" 
сторонами и углами как в прямолинейном, так и в сферическом прямо¬ 
угольном треугольнике. Вывод этих соотношений представляет собой 
образец тонкой, изумительно искусной цепи умозаключений, может 
быть, наиболее характерных синтетических рассуждений Лобачевского. 


20* 
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Вывод нельзя не признать довольно сложным при всей элементар¬ 
ности отдельных его приемов. Но наиболее ценной его стороной 
является совместное получение уравнений как плоской, так и сфери¬ 
ческой тригонометрии неевклидова (гиперболического) пространства. 
Сделаем краткий обзор этих рассуждений. 

Предложение 35 разбивается на три части. Первая часть устана¬ 
вливает, что каждому прямолинейному прямоугольному треугольнику 
-соответствует некоторый сферический прямоугольный же треугольник; 
вто соответствие взаимное: сферический треугольник в свою очередь 
определяет тот же прямолинейный треугольник. Если в этом сфери¬ 
ческом треугольнике транспонируем катеты и противолежащие им 
углы, а затем воспроизведем соответствующий прямолинейный тре¬ 
угольник, то последний, как оказывается, получается из исходного 
прямолинейного треугольника не перестановкой катетов, а особой под¬ 
становкой, которую справедливо назвать преобразованием Лобачевского . 
Таким образом от каждого прямолинейного прямоугольного треуголь¬ 
ника можно в неевклидовой плоскости двояким путем перейти к дру¬ 
гому прямолинейному же прямоугольному треугольнику: один полу¬ 
чается транспонированием катетов и острых углов; этот прямоугольный 
треугольник отличается от исходного только расположением кате¬ 
тов— он ему конгруэнтен; другой получается из исходного преобра¬ 
зованием Лобачевского, которое приводит к существенно отличному 
треугольнику. Вместе с тем всякое соотношение в прямоугольном тре¬ 
угольнике приводит в неевклидовой плоскости к ряду новых соотно¬ 
шений, которые получаются либо перестановкой катетов и острых 
углов, либо подстановкой Лобачевского. 

Таким образом, достаточно получить одно соотношение между 
элементами прямоугольного треугольника, чтобы из него получить и 
остальные соотношения, алгебраически от него не зависящие. Этому 
и посвящена вторая часть этого предложения. Здесь Лобачевский 
•строит предельную поверхность, проходящую через вершину одного 
из острых углов прямоугольного треугольника АВС и имеющую осью 
перпендикуляр к этой плоскости из той же вершины. Вместе с осями, 
выходящими из других вершин треугольника, эта ось определяет 
трехгранную поверхность, которая вырезывает на предельной поверх¬ 
ности предельный прямоугольный треугольник АВ"С", определяемый 
исходным треугольником. Стороны и углы этого предельного треуголь¬ 
ника связаны уравнениями евклидовой геометрии. Углы предельного 
треугольника выражаются очень просто через углы данного треуголь¬ 
ника. Поэтому уравнения, связывающие стороны и углы данного тре¬ 
угольника, содержат элементы как прямолинейного, так и предельного 
треугольника; стороны предельного треугольника нужно исключить; 
в этом главная задача дальнейшего исследования. 
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Вершины В та. С треугольника отстоят от предельной поверхности 
ио осям на расстояниях ВВ" и 00 ". Длины этих отрезков, очевидно, 
представляют собой определенную функцию от Ь и с — сторон тре¬ 
угольника. Лобачевский обозначает их поэтому через /*(&) и /*(с)* 
Разверцув трехгранную поверхность на плоскость, Лобачевский без. 
труда доказывает, что три отрезка /‘(а), р(Ъ), /‘(с) связаны соотно¬ 
шением 

Г(е)=Г{а)+Г(Ь). ( 1 ) 

По существу это уже и есть соотношение, связывающее гипотенузу 
и катеты прямоугольного треугольника; нужно только разыскать 
функцию /* (х ). 

Лобачевский вторично строит предельную поверхность, исходя из 
вершины второго острого угла. Сопоставляя евклидовы соотношения 
между сторонами предельных треугольников, полученных один на 
первой, другой на второй предельной поверхности, и их развертки, 
Лобачевский получает новые соотношения 

зіпП (<г) • / (а) = 8ІпП {Ъ) * е^ Ъ) = зіпП (с) • е^ {с \ 

Но а и Ъ суть независимые величины; все три части этих равенств 
представляют собой постоянные; полагая аргумент равным нулю, 
находим, что эта постоянная равна единице. Функция /*(х), таким 
образом, найдена: 

/•(*> _ 1 

8ІП П (®) А 

Написав теперь соотношение (1) в виде 

/<*) = /(«) ./<*>, 

получаем соотношение между катетами и гипотенузой уже в более 
конкретной форме: 

зіпП (с) = зіпП (а) • віпП (Ъ). 

Из этого уравнения он получает еще четыре при помощи подстановок, 
указанных в первой части этого предложения. 

Наконец, в третьей части предложения 35, переходя от прямоли¬ 
нейного треугольника к связанному с ним сферическому, Лобачевский 
устанавливает уравнения сферической тригонометрии прямоугольного 
треугольника и обнаруживает, что они совпадают с соответствующими 
уравнениями евклидовой геометрии, т. е. не зависят от постулата 
о параллельных линиях. 

В своих «Замечаниях» к «Геометрическим исследованиям» Лоба¬ 
чевского «Янош Больаи назвал доказательства в предложении 35 вы¬ 
полненными с «творческой гениальностью». 
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[183] в евклидовой геометрии угол обычно измеряется либо в гра¬ 
дусах (прямой угол измеряется числом 90 или 100), либо в радианах 
^прямой угол измеряется числом . Оба эти способа измерения угла 
йрименяются и в неевклидовой геометрии; но здесь возможен и свое¬ 
образный линейный способ выражения угла. Каждому острому углу <р 
отвечает отрезок, выражаемый в установленной единице меры числом х, 
для которого П(#)=<р; это число х и представляет своеобразное, 
только в неевклидовой геометрии существующее выражение угла; 
его поэтому можно назвать гиперболическим значением угла ; нужно, 
однако, иметь в виду, что гиперболическое значение угла не пропор¬ 
ционально величине угла. Этим гиперболическим значением угла 
Лобачевский уже и выше пользовался для выражения угла (см., 
например, предложение 34; двугранный угол выражен своим гипер¬ 
болическим значением а)\ в дальнейшем он пользуется им система¬ 
тически. Заметим еще, что П (х) выражает в радианах тот угол, гипер¬ 
болическое линейное значение которого есть х . 

Здесь, однако, Лобачевский вводит дополнительное соглашение, 
заключающееся в следующем. Обозначая через х гиперболическое зна¬ 
чение некоторого угла, он обозначает через х' гиперболическое зна¬ 
чение дополнительного угла. Таким образом углы П (х) и П ( х') всегда 

1 

дополняют друг друга до -^-тс; это и выражено уравнением. 

[ 184 ] Иными словами, каждый из острых углов прямоугольного 
треугольника АВС задается его гиперболическим значением а и ,6 
(см. предыдущее примечание). 

[18б] Двугранный угол ( АА') измеряется углом А треугольника АВС } 
гиперболическое значение которого -обозначено через а; следовательно, 
(АА') = П(а). Плоскость С'СА, проходящая через перпендикуляр АА' 
к плоскости АВС , перпендикулярна к последней. Прямая ВС, перпен¬ 
дикулярная к линии пересечения взаимно перпендикулярных плоско¬ 
стей АСВ и АА'СС' и лежащая в первой из них, перпендикулярна ко 
второй (ссылка на предложение 13 в тексте). Поэтому плоскость ВВ'СС' У 
проходящая через ВС, • перпендикулярна к плоскости АА'СС', дву¬ 
гранный угол {СС') прямой. Сумма двугранных углов {АА'), {ВВ'), 
(СС') равна тс (ссылка на предложение 28 в тексте); поэтому угол {ВВ') 
дополняет {АА') до прямого; его гиперболическое значение есть а'. 

[ 186 ] Сторона тп сферического треугольника измеряется углом В'В А ; 
так как луч ВВ' параллелен АА', а А А' перпендикулярен к АВ, то 
■этот угол есть П (с) ; сторона тк таким же образом измеряется углом 
В'ВС = П {а) ; сторона же кп измеряется углом В прямолинейного 
треугольника АВС, гиперболическое значение которого обозначено 
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через р. Угол т сферического треугольника измеряется двугранным 
углом ВВ' и поэтому равен, как было показано, П(а'); угол к изме¬ 
ряется двугранным углом ВС или его линейным углом С'С А , а потому 
равен П(6). Плоскость ВВ'АА ', проходя через АА', перпендикулярна 
к плоскости АВС ; двугранный угол (В А ), которым измеряется угол п 
сферического треугольника, — прямой. 

[ 18Ѵ ] Действительно, положим, что существует сферический тре¬ 
угольник ктп (черт. 28 текста Лобачевского) со сторонами шп = П (с), 
кп = Т[($), мк = Ц(а) и противолежащими им углами П (Ь), П(а'), 
-і- от. На луче Нп отложим отрезок В А , равный с, и из точки Л опустим 
перпендикуляр Л(7 на прямую Вк. Полученный таким образом тре¬ 
угольник АВС будет удовлетворять требованию. Действительно, из 
точки А восставим перпендикуляр А А' к плоскости треугольника АВС ; 
•луч Вт обозначим через ВВ Г и прямую пересечения плоскостей В'ВС 
и А' АС обозначим через (7(7'. Угол В'В А измеряется стороной тп сфе¬ 
рического треугольника, а потому равен П (с) = П {АВ) ; следовательно, 
луч ЛВ' параллелен АА'; вместе с тем луч СС' параллелен А А' и 
ВВ' (см. заключительный абзац предложения 25). С другой стороны, 
по самому построению плоскость СС / АА / перпендикулярна к плоскости 
треугольника АВС ; прямая ВС перпендикулярна к плоскости СС'АА ', 
а. вследствие этого она перпендикулярна и к прямой (7(7'; поэтому 
А В'ВС = П (Л(7); но этот угол измеряется дугой тк сферического 
треугольника, а потому равен П(а); следовательно, ВС = а. Далее, 
^ (7'(ТА == П (А (7); но этот угол совпадает с углом к сферического 
треугольника, а потому равен П(&); следовательно, АС=Ъ. Угол В 
прямоугольного треугольника АВС измеряется дугой кп , а потому 
равен Пф). Далее, двугранный угол ((7(7') прямой, двугранный 
угол ( ВВ ') совпадает с углом т сферического треугольника, а потому 
равен П(а'). Наконец, двугранный угол (АА') = -|-і г—( ВВ '); но 
угол (ВВ') совпадает с углом т = П (а') сферического треугольника, 
поэтому (АА')=П(а); а так как угол (АА') измеряется линейным 
углом А, то А = П(ос). Итак, в треугольнике АВС стороны и углы 
имеют значения а, Ь , с, П(а), П (^), т. е. существование сферического 
треугольника со сторонами П (с), П((3), П (а) и противолежащими 
углами П(&), П(а'), тс обусловливает существование прямолиней¬ 
ного треугольника со сторонами а, Ь ) си противолежащими углами 

П(«), П(Р), -і*. 

Заменим теперь обозначения, к которым привели предшествующие 
•соображения, более общими. Именно положим 

с = х, р = у, а = й =$, а'= т]. 


(і) 
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Тогда стороны и углы сферического треугольника можно будет пред¬ 
ставить таблицей: 

П(х), П (у), П(г), ) 

П ($), П {У)), |іг. І (А> 

Мы можем смотреть на х и у как на линейные аргументы, опреде¬ 
ляющие катеты этого сферического треугольника, на г — как на аргу¬ 
мент его гипотенузы, на $ и т] — как на линейные аргументы его» 
острых углов. Теорема, установленная в тексте и доказанная здесь,, 
сводится к тому, что существование сферического прямоугольного 
треугольника (А) влечет за собой существование прямолинейного 
прямоугольного треугольника со сторонами и углами 

П(Ѵ). П (у), } (в) 

Это станет совершенно ясным, если заметим, что при 

П (а) +П (а') = 4 , П (т)) +П (V) = 4 и г, = а' 
необходимо т]' = а. 

Но в сферическом треугольнике (А) мы можем транспонировать 
катеты х и у, транспонируя в то же время аргументы острых углов^ 
т. е. $ и т]. Иначе говоря, тот же сферический треугольник (А) мы 
можем, конечно, представить таблицей: 

ПО/), Щх), П(*),] 

п (та), по, 


а в таком случае он влечет за собой прямолинейный треугольник 

г, 7), У, ) 

ПС;'), П(х), 1*. | (В,> 

В применении к треугольнику, о котором идет речь в тексте, при 
обозначениях (1) это приводит к треугольнику 

а, ос', [3, ) 

П(Ь'), П(с'), 4 Л -} (С> 

Итак, существование прямолинейного прямоугольного треугольника 

а, Ъ , с, ^ 

П(«), пи, 4*} (С,) 
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влечет за собой существование сферического треугольника 

Щс), П(Р), П (а),) 
п (Ь), П(а'), у*; } 

этот же влечет за собой, обратно, не только существование треуголь¬ 
ника (С'), но и треугольника (С); эти два прямолинейных треуголь¬ 
ника поэтому всегда существуют одновременно. 

[188] Стороне р противолежит угол А , который и выражен через П (а), 
стороне ^ противолежит угол, измеряемый двугранным углом ( В"В')> 

который дополняет А до тг и потому равен П(а'). В прямоуголь¬ 
ном предельном треугольнике стороны и углы связаны уравнениями 
обыкновенной (т. е. евклидовой) тригонометрии. 

[ 189 ] Потому что это будут предельные линии на плоскости, имею¬ 
щие в каждой из точек схождения А и С" общую ось (точнее, парал¬ 
лельные оси). 

[Ш] Если в какой-либо точке А предельной линии проведем к ней 
касательную АО=Ъ и из точки С проведем ось СО ', параллель¬ 
ную АА ', которая встретит предельную линию в точке О ", то длина 
отрезка ОС " явно будет функцией от 6, которую Лобачевский и обо¬ 
значает через /‘(6), Соответственно ВВ" = р(с). 

[191] Согласно предложению 33, і=ре х , где х есть длина отрезка ОС" у 
выраженная в установленной в предложении 33 единице меры, а так 
как СС" = Т(Ъ), то мы и получаем соотношение, приведенное в тексте. 

[1 92 ] Воспроизводим чертежи и рассуждения, соответствующие этой 

второй конфигурации. Заметим предварительно следующее: если из 
точки Р предельной линии РВ (черт. 42) прове¬ 
дем касательную Р(? на ней отложим отрезок Рф 
и из точки (? проведем луч параллельный 

оси РР' } который встретит предельную линию 
в точке Р, то дуга РВ вполне определяется дли¬ 
ной отрезка Р (?. Если этот отрезок назовем тан¬ 
генциальной высотой предельной дуги РР, то можно 
будет сказать, что предельная дуга определяется 

своей тангенциальной высотой. На черт. 28 и 30 

_ . г Черт. 42, 

текста Лобачевского г, у и і суть предель¬ 
ные дуги, которые соответственно определяются тангенциальными 
высотами с, Ь и а. 

Теперь воспроизведем второе построение Лобачевского. 
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Перпендикуляр к плоскости, прямоугольного треугольника восста¬ 
вим не из точки 1, а из вершины В ; из вершин же С и А проведем 
лучи СО' и А А', параллельные ВВ' (черт. 43). Далее, принимая В 

за начало, луч ВВ' за ось, построим предель¬ 
ную поверхность, которая пересечет пло¬ 
скости параллелей по предельным дугам ВА'\ 
ВС", С"А". Тангенциальной высотой дуги 
ВА" служит отрезок с , а потому ее длина 
имеет то же значение г, что и в прежней 
конфигурации. Дуга ВС" имеет тангенциаль¬ 
ную высоту а, поэтому ее длина равна / 
(по прежней конфигурации). Дугу С"А" 
обозначим через р'. Из предельного прямо¬ 
угольного треугольника А"ВС" теперь по¬ 
лучим: 

р' = Г ЗІпВ = Г 8ІП П (р), / = С08П(Р). (1) 



Теперь разрежем трехгранную поверхность по прямой А А' и развер¬ 
нем ее на плоскость (черт. 44), подобно тому как это делает Лоба¬ 


чевский. В этом случае, как мы видим, 
ВА" = г , ВС" = і; предельная же дуга СЮ, 
имеющая тангенциальную высоту Ь , равна д, 
г остается без изменения, а места дуг ди/ 
занимают дуги / ид. 

Теперь, аналогично прежней конфигура¬ 
ции, СС" = /* (а ). Поэтому 

СБ = ? == р'е Г(а) . 

Подставляя же сюда вместо р' выраже¬ 
ние (1), получим: 

д г зіп П (р) е Г{а \ 
как в тексте Лобачевского. 



[ 193 ] Подстановка производится в найденную выше формулу 
^г=гсозП(а). Далее мы делаем замену аир через У а с согласно 
установленной выше возможности перейти от элементов а , 6, с, а, р 

к элементам а, а', р, У , с; при этом соз П (У) = соз — П (Ъ) 

= 8ІпП (Ъ). 

[194] 0 ТО соотношение получается из предыдущего при помощи 
той же замены, которая указана в примечании [ 193 ]. 

[ 196 ] Первое из этих трех уравнений получаем из предыдущего, 
заменяя друг другом катеты а и Ъ, а вместе с тем и противолежащие 
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им углы П (а) и П (р); второе получим из первого при помощи под¬ 
становки, указанной в примечании [ 193 ], третье получим из второго 
новой транспозицией катетов и прилежащих им острых углов. 

[ЭЭб] Сопутствующем, как показано в тексте, нашему прямолиней¬ 
ному прямоугольному треугольнику. 

[ 197 ] Приведенными пятью уравнениями не ограничиваются все 
соотношения между сторонами и углами прямоугольного треуголь¬ 
ника. Таких соотношений должно быть десять, по числу сочетаний 
из 5 по 3, всего в треугольнике пять элементов (три стороны и два 
угла); любыми двумя из них треугольник определяется; следова¬ 
тельно, в каждое соотношение входит три элемента. Все эти 10 соот¬ 
ношений приведены ниже в примечании [ 204 ]. 

X. Разыскание функции П (х) 

В предыдущей главе были получены все тригонометрические 
соотношения для прямоугольного треугольника. Но эти формулы 
не были еще окончательными: в них входила одна неизвестная функ¬ 
ция П(х) — угол параллельности , соответствующий отрезку х . 

Эта функция была введена еще в самом начале сочинения — во 
второй главе (предложение 16)—только для положительных х . Затем 
в главе IV (предложение 23) была установлена ее качественная харак¬ 
теристика и дано обобщение этой функции для всех действительных 
значений аргумента. График этой функции намечен в вводном при¬ 
мечании к главе IV (черт. 9 на стр. 276)—он напоминает график 
арктангенса, несколько деформированный. 

В настоящей главе Лобачевский искусным сочетанием геометри¬ 
ческих и аналитических средств устанавливает окончательное выра¬ 
жение для этой функции; она действительно выражается при помощи 
арктангенса: 

П (х) = 2 агсі^ е~ х . 

Число е , входящее в эту формулу, первоначально является про¬ 
извольной константой, зависящей от единицы измерения отрезка х . 
Лобачевский выбирает эту единицу так, чтобы е оказалось основанием 
натуральных логарифмов. 

[ 198 ] Черт. 32 сделан в предположении с>р; случаи с^|3 рассмо¬ 
трены ниже. 

[199] Ссылка на предложение 23 относится к его заключительному 
абзацу. 
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[ 200 ] Написав предыдущее равенство в виде пропорции 

С 08 | 4 -П(с — Р) +іп(с+В) 
со8П(с)_ |_2 ѵ г/ 1 2 41 

1 сое I п( С -р)-іп( С + іо] ’ 

составляем производную пропорцию: 

1 — С 08 II (с) _ 

1 С 08 П (с) 


С08 

ііІ(о-р)-і П (е + р) 

— С08 

|п( с -р) + іп( с + р) 


С08 

іп(с-р)-іп(с + р) 

С08 

ІП( С -Р)+І-П(С + Р) 



8ІП І-П(с —Р).8іпі П(с + р) 

С08 уП(с— Р).СОЗ-І П(с + Р) 

[ 201 ] При (3 = с, П (с — Р)=-і-гс, 4д-^-П(с— |3) = 1 полученное 
равенство принимает вид 

[іе-іп(с)] 2 =% |п( 2 с). ( 1 ) 

При (3 = 2 с 

П (с — Р) = П (— с) = и — П (с); (с —р) = с%і-П (с), 

а потому предыдущее равенство дает 

[%іщс)] 3 =%1п(зс). 

Далее, при ,8 = Зс 

П (с — 3) = П (— 2с) = тс— П (2с); і ё і-П (с — р) = <%І П (2с) 
и, таким образом, в силу соотношения (1) при $ = Зс 
%|п(с-р) = [%1п(с)]" 3 . 

Вместе с тем основное уравнение, установленное в тексте, дает 

[і & і.П(с)] 4 =^іп(4с). 

Продолжить эти рассуждения или провести их в общем виде уже 
нетрудно. 

[ 202 ] Если фиксируем с и положим тг = -^, то предыдущее соотно¬ 
шение примет вид 

%уП(х) = ^уП (с)р = ^уП (с)] е . 
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Если с есть положительное число, то 1^-~-П(с) есть правильная дробь, 

ТС 

так как П(с)<-^. Поэтому всегда можно найти такое число е > 1, 

и 

при котором 

СІ% |п(с) = е с . 

Предыдущее равенство примет вид 

\ п (аз) = в-*. (П) 

Этим сделан следующий важный шаг: установлена функция П(х). 
В явном виде она выражается формулой 

П (ж) = 2 агсід е~ х . 

Вывод функции П (#), как позже указал сам Лобачевский, был 
получен еще в 1826 году, в неизданном сочинении «Краткое изложе¬ 
ние основ геометрии со строгим доказательством теоремы о парал¬ 
лельных» *).• 

[203] Когда было введено обозначение «е», то о нем говорилось 
только, что это — некоторое положительное число, большее единицы. 
Значение этого числа остается произвольным в том смысле, что 
постулаты, на которых построена геометрия Лобачевского, совместимы 
с любым значением числа е. Но самое установление этого числа, 
очевидно, связано с единицей меры, в которой выражается длина х. 
С изменением единицы меры значение е будет меняться; при надле¬ 
жащем выборе единицы число е должно совпасть с основанием нату¬ 
ральных логарифмов. 

При всем том в этом рассуждении есть некоторая неувязка с пре¬ 
дыдущим. Дело в том, что совершенно аналогичное рассуждение уже 
было проделано в предложении 33 в применении к соотношению 
= зе~ х *), связывающему длины предельных дуг, содержащихся 
между двумя осями. И там число е зависело от единицы меры, 
в которой выражено расстояние х между дугами. Единица меры была 
уже там установлена так, чтобы е имело значение основания неперовых 
логарифмов. Стало быть, вновь устанавливать единицу так, чтобы 
и в новой показательной функции привести основание е к неперову 
числу, безоговорочно нельзя. В действительности дело обстоит так, 
что обе экспоненциальные функции приводятся к неперову основанию 
при одной и той же единице меры. Лобачевский сам обнаружил этот 
дефект и исправил его в «Пангеометрии» (см. стр. 172 этой книги). 


1) См. примечание Лобачевского к сочинению «Новые начала геометрии 
-с полной теорией параллельных» (Н. И. Лобачевский, т. Н, стр. 321). 

2) См. примечание [ 173 ]. 
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XI. Уравнения, связывающие стороны и углы 
всякого треугольника 

Заключительная глава состоит только, из одного предложения 37. 
Но в нем содержится очень много важного материала. 

Сначала Лобачевский возвращается к прямоугольному треуголь¬ 
нику, рассмотренному еще в главе IX, и указывает для него два 
дополнительных соотношения, обозначенных номерами 1 и 2 и необхо¬ 
димых для дальнейших вычислений. Вывода этих формул Лобачевский 
не приводит: соответствующие выкладки проведены в примеча¬ 
нии [ 204 ] 1 ). Вообще в этой главе опущены многие громоздкие, но эле¬ 
ментарные выкладки; они восполнены в примечаниях к соответствую¬ 
щим местам. 

Далее выводятся формулы для решения косоугольного треугольника 
при помощи его разложения на два прямоугольных (или в случае 
тупоугольного треугольника — дополнением его до прямоугольного). 
Искусными, хотя и очень громоздкими выкладками (в основном только 
намеченными), Лобачевский получает четыре основные формулы, 
обозначенные номерами 3, 5, 6 и 7 (формулы 4 носят вспомогатель¬ 
ный характер). Он собирает их вместе под номером 8 (в сочинении 
«О началах геометрии» они фигурировали под номером 17 2 )); вместе 
с их модификациями после всех возможных перестановок сторон и 
углов эти формулы дают 15 соотношений, образующих полную 
систему для решения любого косоугольного треугольника 3 ). 

В заключении этого предложения и всего сочинения Лобачевский 
делает из формул (8) выводы принципиального характера. 

Во-первых, формулы (8) переходят в основные соотношения евклидо¬ 
вой геометрии, если стороны треугольника бесконечно малы, точнее, 
если можно пренебречь третьими степенями их отношений к единице из¬ 
мерения 4 ). Таким образом в достаточно малом треугольнике по сравне¬ 
нию с этой единицей царят соотношения * евклидовой геометрии 
независимо от того, принят или отвергнут пятый постулат Евклида. 
Лобачевский указывает, что в своем сочинении «О началах геометрии» 
он, основываясь на результатах астрономических наблюдений, уста¬ 
новил, что в пределах осуществимой их точности сумма углов тре- 

г ) В этом примечании приводятся вместе с их выводами все 10 соотношений, 
составляющих «полную систему» для решения прямоугольного треугольника по 
любым его двум элементам. Лобачевский получил эти соотношения еще в «Новых 
началах геометрии с полной теорией параллельных», цо здесь, в кратком изло¬ 
жении важнейших фактов неевклидовой геометрии, он ограничивается только- 
теми из них, которые ему понадобятся в дальнейшем. 

2 ) См. Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 206. 

3 ) См. примечание [ 217 ]. 

4 ) Подробнее об этом см. примечание [ 221 ]. 
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[204] 

угольника между двумя положениями Земли (в противоположных 
точках ее орбиты) и Сириусом равна тс 1 ). Следовательно, при еди¬ 
нице измерения, превышающей размеры такого космического треуголь¬ 
ника, имеет место геометрия Евклида, и можно «принятые начала 
этой геометрии рассматривать как бы строго доказанными» 2 ). 

Во-вторых, — и этим Лобачевский заканчивает свое сочинение — 
уравнения (8) при подстановке в них вместо сторон а , Ъ , с величин аг у 
Ы , сі (г = — 1) перейдут в основные уравнения сферической тригоно¬ 

метрии. Но эти последние уравнения выводятся и в евклидовой гео¬ 
метрии. Из уравнений (8) или равносильных им может быть развер¬ 
нута и построена вся геометрия Лобачевского (что Лобачевский осуще¬ 
ствил в своем сочинении «Воображаемая геометрия»). Следовательно, 
«обыкновенная Геометрия, Тригонометрия и эта новая Геометрия 
будут всегда согласны между собой» — заключает Лобачевский 3 ). 

[’ 204 ] В конце предложения 35 были получены пять соотношений 
между сторонами и углами прямоугольного треугольника. Из них 
независимыми являются только три. Лобачевский указывает, что за 
такие три уравнения могут быть приняты те два уравнения, которые 
приведены в тексте, и третье, которое получается из второго транс¬ 
позицией катетов и противолежащих им острых углов. 

Из этих уравнений путем исключения то одних, то других эле¬ 
ментов треугольника могут быть получены не только два дополни¬ 
тельных уравнения, приведенных в предложении 35, но и еще пять 
уравнений, которые совместно с приведенными пятью дают возмож¬ 
ность по любым двум элементам вычислить любой третий элемент. 
Эти десять уравнений (соответствующие числу сочетаний из пяти 
элементов по три) Лобачевский то отдельными группами, то сов¬ 
местно приводит, можно сказать, во всех сочинениях. Они все сгруп¬ 
пированы в ст. 141 «Новых начал геометрии с полной теорией па¬ 
раллельных» 4 ). Ниже приводятся все эти десять уравнений прямо¬ 
угольного треугольника и дан их вывод из тех трех, которые Лоба¬ 
чевский принимает за исходные. 

Если перейти к обычным обозначениям углов, т. е. вместо П (а) 
и П (|3) писать А и В, то два уравнения, приведенные в начале 
настоящего предложения, примут вид 

8ІпП (с) = 8ІпП (а) • 8ІпП ( Ъ ), (1) 

_ 8ІП А = 8ІП П (Ъ) С08 В. (2) 

і) См. Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 207—209 (см. также 
последние примечания к сочинению «Пангеометрия» на стр. 377—380 этой книги). 

* 2 ) Там же, стр. 209. 

8 ) Там же, стр. 261. 

4 ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. Н, стр. 332. 
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Транспонируя в последнем уравнении углы А и В и заменяя соот¬ 
ветственно этому катет Ъ катетом а, получим Третье уравнение, о ко¬ 
тором говорит Лобачевский: 

8ІП В = 8ІП П (л) С08 А, ( 3 ) 

Перемножая уравнения (2) и (3) и учитывая (1), получаем: 

8Іп П (с) =і%Аі% В. (4) 

Исключая В из уравнений (2) и (3), получаем: 

етж +8іп2 п( а ) 00в, ^ = 1 - 

Освобождая это уравнение от знаменателя и заменяя в силу 
уравнения (1) произведение зіпП (а) зіпП {Ь) через віпП (с), получаем: 

8ІП 2 П (с) С08' 2 А = 8ІП 2 Н (Ъ) - 8ІП 2 А , 

и, следовательно, 

С08 2 П (с) СОИрА = С08* 2 П (&). 

Извлекая квадратный корень из обеих частей и принимая во 
внимание, как на это указывает Лобачевский, что все углы А,ІІ(Ъ) У 
П (с) острые, получаем: 

С08 П (с) С08 А = С08 П (&). (5) 

Если из уравнений (2) и (3) исключим не угол Б, а угол А , то 
таким же образом получим: 

С08 П (с) С08 В = С08 П (а). (6) 


Это и есть уравнение, приведенное в тексте ниже, под номером 2. 
Оно приведено и 4* предыдущем предложении. Теперь исключим 
угол А из уравнений (5) и (4). Если для этого напишем эти урав¬ 
нения в виде 

^ = чв, 

то исключение дает 

Вычисляя отсюда с%П(&), получим: 

с% П (6) = с% П (с) аіп В. (7) 

Таким же образом, исключая из уравнений (4) п (5) угол В, по- 
ЛуЧИМ ' с^П(«)=с%П(с) 8іпі. (8) 

Это и есть уравнение (1), приведенное 


ниже в тексте. 
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Наконец, перемножая уравнения (5) и ( 8 ), получим: 

сі# П {а) сов П (с) сое А = сѣд П (с) зіп А сов Н (Ъ ). 

Так как созП (с)=^ 0 , то можно сократить уравнение на созП (с). Заме¬ 
няя после этого в силу соотношения ( 1 ) 8 ІпП(с) на зіп П (а) зіп П (5), 
получим: 

С08 П (а) = с%П (Ь) і%А (9) 

и аналогично этому 

сое П ( Ъ) = с% П ( а) В . ( 10 ) 

Уравнения (7) и ( 8 ) отличаются от соответствующих уравнений евкли¬ 
довой геометрии 

а = с 8 Іп А, Ь = с зіп В 

тем, что стороны треугольника а, Ъ , с заменены через сі^ІІ(а), 
<з 1 $П (Ь)у сІ%П (с). 

Как известно, Непером было указано мнемоническое правило, 
дающее возможность без труда запомнить соотношения между сто¬ 
ронами и углами прямоугольного сферического треугольника. 
Нроф. А. П. Котельников показал, что это правило в несколько 
измененном виде может служить и для записывания тригонометри¬ 
ческих уравнений прямоугольного треугольника в плоскости Лоба¬ 
чевского х ). 

[* 20 б] 0 ТИ уравнения выведены в предыдущем примечании (там 
они приведены под номерами 8 и 6 ). 

[206] Если это соотношение написать в виде 

сі% П (а) _ сі%П(&) 

зіп А зіп В 9 

то оно наиболее напоминает «теорему синусов» евклидовой тригоно¬ 
метрии. 

[207] Обозначения формул [а], [б] и [в] вставлены нами для 

удобства ссылки на них в примечаниях; это и отмечено прямоуголь¬ 
ными скобками. 

[208] в этом случае с — х = 0, П(с — х) = і тс, 

и 

а потому обе части второго уравнения обра¬ 
щаются в нуль. 

[209] Если А есть тупой угол (черт. 45), то 

мы обозначим через х расстояние ВВ от вершины Черт. 45. 

угла В до основания перпендикуляра тогда АБ = х — с. Из тре* 

1) См. Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, примечание [2°] к со¬ 
чинению «О началах геометрии» (стр. 275—276). 



21 Зак. 754 . Н. И« Лобачевский 



322 


ПРИМЕЧАНИЯ 




угольника САБ в силу уравнения (2) мы тогда получаем: 

соаП (ж— с) = созП ( Ъ ) сое (тс — А) 


или 


созП (с — ж) = соеП ( Ь ) С08 А. 
Точно так же из треугольника СВБ находим: 


С08 П ( X ) = С 08 П (а) С08 В. 

Оба эти уравнения получаются из тех двух основных уравнений [а],, 
которые Лобачевский устанавливает (в тексте), если заменить х да. 
с — хи обратно. Важно здесь то, что два основных соотношения [а] 
имеют место во всяком треугольнике при надлежащем выборе отрезка ж_ 


[’ 210 ] В предложении 36 было найдено основное соотношение 
( х ) = е~ х , устанавливающее функцию П ( х ). Лобачевский прежде 
всего по известной гониометрической формуле выражает соз П (с —- а?) 
через ^ і П (с — х) и получает вторую часть равенства [б]. -Затем 
по упомянутой формуле он заменяет — х) через е х ~ с и полу* 

чает третью часть этого равенства. Теперь он представляет член е* х -%ь 
в виде е* х • е~ 2с , выражает обратно оба множителя через 


[<*-!■ П («) 


[о*е уП (ж)| 2 


И 


и, таким образом, получает четвертую часть равенства; на- 
донец, выражая тангенсы половинных углов по хорошо известной фор¬ 
муле через косинусы целых углов, он получает последний член 
равенства. 

Это имеет двоякое значение. Во-первых, формула 

тт , ч С08 П (с) С 08 П (ж) 

сое П (с<— х) = 1 - Нгг\ - ТГГТ 

4 7 1 — С08 П (С) С08 П (Ж) 


устанавливает для функции П (ж) теорему сложения. Она остается 
в силе и для отрицательных значений ж, что дает 


С 08 П (с-(-ж) = 


С08 П(о) + С08 П (а?) X), 
1 + С 08 П (с) С 08 П (ж) 


Во-вторых, выражая здесь со8ІІ(ж) и со8ІІ(с — ж) по формул 
лам [а], Лобачевский получает основные формулы [в], связывающие 
в гиперболическом пространстве стороны и углы любого прямолиней¬ 
ного треугольника. Однако, подобно так называемым неперовым аналот 
гиям сферической тригонометрии, каждое из этих уравнений содержит 
пять элементов треугольника; между тем, для решения треугольника 
их должно быть только четыре. Лобачевский переходит поэтому к 
установлению уравнений, связывающих четыре элемента треугольника. 


1 ) Эта формула приведена под номером (64) в сочинении «Новые начала гео¬ 
метрии с полной теорией параллельных» (Н. И. Лобачевский, # Поли, собр* 
соч., т. Н, стр. 321). 
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[ 21 4 Написав предыдущее соотношение в виде 


1 — сов П (Ь) С08 П (с) С08 А 


С08 П(с) — С08 А С08 П ( Ъ) ' 
сов П (а) сое В ’ 


( 1 ) 


мы транспонируем в нем стороны а и &, а также противолежащие 
им углы А и В, получим: 


1 -С08 П (а) С08 П (с) С08.В = 


соз П (с) — со8 В сов П (а) 
С08 П(6) С08 А 


Перемножая эти равенства, получим: 


[1 — С 08 П (а) С08П (с) С 08 В] [1 -С 08 П (Ь) С 08 П (с) С 08 А] = 

[соз П (с) — С 08 В С 08 П (а)] [соз П (с) — С 08 А СО8 П (&)] 
С08 П (а) С08 П (6) С08 А С08 В * 

Выполнив в числителе правой части умножение и разделив длен, 
не содержащий со8ІІ(с), на знаменатель, приведем правую часть 
к виду 

1 , С08 П (с) [соз П (с) С08 А С08 П ( Ъ) — С08 В С 08 П (а)] _ 

' С 08 П (а) С08 П ( Ъ) С08 А С08 В " ~ 

— 8 : п 2 тт ( с \ і _ соз П 00 « Д _ 

' ' ' С 08 П (а) С 08 П ( Ъ ) С08 А С08 В 9 

где через В обозначено выражение 

С 08 Щс) [1 С 08 А С 08 В С 08 Ща)со8 П(&)] — С 08 П (а) С 08 В С 08 Щ6)С08Л.. 


Вследствие соотношения (1) К обращается в нуль, и мы получаем 
уравнение, приведенное в тексте. 


[ 2 і 2 ] Извлечение корня не приводит к двузначности потому, что 
полученные в результате выражения 

8ІП П (Ъ) 8ІП П (с) . . тт /іа тт / \ 

- . Ч Ѵг / Ч и 1- С08 А С08 П (&) С08 П (с) 

8іп П (а) \ \ / 

имеют положительные значения. 


[213] 0 ТО есть уравнение (3): 

ріп А сі^П ( а ) = зіп Сі% П (с), 
взятое для сторон а и с противолежащих углов А ж С. 


[ 214 ] Подстановку эту нуршо сделать не в первое уравнение (4) ? 
а в следующее, выражающее зіп 2 П(&). Вычисление протекает в сле¬ 
дующем порядке: 

1 — С 08 А соз П (Ъ) С 08 П (с) = 

_ С08 А С08 П ( Ь ) С08 П ( а ) 8ІП С __ 

8Іп А зіп П ( Ь ) + соз А зіп С соз П {а) соз Ц (Ъ) 

_ зіп А зіп П ( Ъ ) 

зіп А зіп П ( Ъ ) + соз А зіп С соз П{а) соз П (Ъ) ' 


21* 
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Вместе с тем уравнение, выражающее 8Іп 2 П(6), после подстановки и 
сокращения на 8ІпП (Ь) примет вид 

8ІпП (Ъ) зіп А { 1 — сов С сов П (а) соз П ( Ъ ) > 

' ' 8ІП А 8ІП П ( Ъ ) 4“ С08 А 8ІП С С08 П (а) С08 II (6) 

или же 

зіп А — зіп А соз (7 соз П (а) соз П (Ь) = 

= зіп А зіп 2 П ( Ъ ) -(-зіпП ( Ь) созА зіп СсозП (а) соз ГГ (Ь). 

Заменив теперь разность первых членов обеих частей через 
зіп А соз 2 П (Ъ) и разделив обе части на зіп А соз П (а) соз П (6), полу¬ 
чим уравнение, приведенное в тексте. 


[215] Иначе говоря, мы подставляем в предыдущее уравнение вместо 
зіп П (&) выражение, которое дает уравнение (3): 


зіпП (Ъ) 

Это дает непосредственно 


зіп А П (а) соз П ( Ъ ) 
8ІпВ 


соз А П ( а ) соз П ( Ъ ) зіп С 
8ІпВ 


соз С = 


С08 П( Ъ) 

соз П (а) * 


Умножая же обе части на С08 д > получим уравнение, приведенное 
в тексте. 

Далее Лобачевский транспонирует стороны а и Ъ, а соответственно 
этому и углы А и В. 


[ 216 ] 0 та формула получается исключением отношения 
из двух предыдущих уравнений. 


соз П (а) 
С08 П ( Ь ) 


[ 217 ] Было бы точнее сказать не «четыре уравнения», а четыре 
группы уравнений. 

Уравнений первой группы имеется три (из них два независимых). 
Каждое из этих уравнений дает возможность по двум сторонам и углу, 
противолежащему одной из них, определить угол, противолежащий 
второй стороне, или же по двум углам и стороне, противолежащей 
одному из них, определить сторону, противолежащую второму углу. 

Три уравнения второй группы определяют углы треугольника по 
трем его сторонам. Каждое из уравнений этой группы может также 
служить для определения третьей стороны по двум сторонам и 
одному углу. 

Уравнений третьей группы имеется шесть; каждое из них служит 
для определения по стороне и двум прилежащим к ней углам стороны, 
противолежащей одному из этих углов, или же по углу и двум содер¬ 
жащим его сторонам — угла, противолежащего одной из этих сторон. 
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Четвертая группа содержит три уравнения и служит для опреде¬ 
ления сторон треугольника по его углам, 

Все три группы содержат, таким образом, 15 уравнений, исчерпы¬ 
вающих тригонометрию прямолинейного треугольника. 

Эти уравнения составляют так называемую полную вившему триго * 
нометричевких уравнений прямолинейного треугольника, Уравнений пер¬ 
вого типа есть три, второго и третьего также по три, а четвертого 
типа — тесть, всего пятнадцать. Каждое из этих уравнений содержит 
по четыре элемента треугольника, и их совокупность (число которых 
совпадает с числом сочетаний из тести элементов по четыре) дает 
возможность определить каждый элемент треугольника по любой ком¬ 
бинации трех других элементов. 

Эти уравнения (8) приведены Лобачевским уже в первом опубли¬ 
кованном им мемуаре «О началах, геометрии» под номером (17) 1 ). 
Однако полного их вывода там не дано; указано только, что они 
могут быть выведены совершенно так же, как 15 уравнений сфери¬ 
ческого треугольника могут быть выведены из тести, которые он счи¬ 
тал основными. В «Воображаемой геометрии» этот вывод приведен 
в несколько более сжатом изложении 2 ); он повторен в статье 142 
сочинения «Новые начала геометрии» 3 ). 

В случае прямоугольного прямолинейного треугольника система 
сводится к десяти уравнениям. 

[ 218 ] Установленное в предложении 36 соотношение сі% -^-П (х)=е х 
дает 

с*2 п (ж) =-1-, 8 ІП П (ж) = вЖ _|_ е -іГ . 008 П ( х ) — е х _|_ е-* • 

Выражая правьте части в гиперболических функциях, представим эти 
уравнения в следующем виде: 

П (ж) = 8І1 х , 8 ІП II (я?) = -, . сое П (^) = Ві х. 

Гиперболические функции играют, таким образом, в неевклидовой 
геометрии Лобачевского такую же роль, какую в обыкновенной гео¬ 
метрии играют тригонометрические функции. Поэтому построенную 
Лобачевским систему геометрии, как уже упомянуто выше, называют 
гиперболичевкой геометрией (см. примечание [ 109 ]). 

Разлагая гиперболические функции в ряд Маклорена и сохраняя 
для малых значений х только члены не выше второго порядка, по¬ 
лучим выражения, приведенные в тексте. 

*) Н. И, Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 206. 

2 ) Там же, т. III, стр. 19—23. 

3) Там же, т. II, стр. 332—334. 
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Г^ 1д ] Первое из этих: соотношений получаем непосредственно из 
первого уравнения (8), написав его в виде 

П (Ь) 8Іп А = с % П (а) віп Б 


и заменяя сі^П(&) и сі^П(д) приведенными их приближенными зна- 
нениями а и Ъ. Второе уравнение (8) после подстановки в него при¬ 
ближенных значений принимает вид 


Ъс С 08 А■ 


(-ЭД-т) 




= 1 . 


Освобождаясь от знаменателя и отбрасывая члены, порядок которых 
выше двух, получим второе уравнение, приведенное в тексте. 

Третье уравнение (8) после такой же подстановки примет вид 
сіе А зіп С , ~ Ъ 

— -Го- [~С08 0= —. 

1 62 1 а 

2 


Освобождая от знаменателя, отбрасывая члены, порядок которых выше 
двух, и умножая обе части уравнения на зіп А, получим третье урав¬ 
нение текста. Аналогично получаем и четвертое. 


[ 220 ] Это соотношение, строго говоря, вытекает уже из последнего 
уравнения. Чтобы получить его, однако, как указывает Лобачевский, 
опираясь на предыдущие уравнения, проведем вывод в следующем 
порядке; 

8ІЙ (А -+ В-\- С) = 8ІП А С08 (В-\- С)-\- 008 А 8ІП (Б + С). 

Заменяя здесь согласно последней формуле сов (Б + (7) через —со 8 А, 
получаем: 

8ІП ( А + В С) = С08 А { 8ІП (В -|- О) — зіп А } . 

Заменяя теперь зіп (В С) его значением, заимствованным из пред¬ 
последнего уравнения той же группы (с заменой А на Б), получим: 

зіп {А + Я+ С) — 5^ { а зіп В — Ъ зіп А }. 

Согласно же первому уравнению той же группы, выражение, стоящее 
в скобках в правой части этого равенства, равно нулю. Поэтому 
зіп (А + Б-|~ С) = 0; а так как А-\-В-\-С больше нуля и не превы¬ 
шает тс, то А -|- В-\- С= тг. 


[ 221 ] Более того, воображаемая геометрия переходит в обыкновен¬ 
ную, если стороны настолько малы, что можно пренебречь кубом 
и более высокими степенями отношения каждой стороны к принятой 
единице меры. 

Это очень важное предложение, согласно которому гиперболиче¬ 
ская геометрия бесконечно малого совпадает с евклидовой геометрией; 
оно нуждается в пояснении. 
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Числа, которыми выражаются длины отрезков, зависят от принятой 
единицы меры. Эта единица меры, оДнако, не произвольна: она зафикси¬ 
рована тем требованием, чтобы в уравнении сі#-|-П {х) =: е х число е 
представляло собой основание неперовых логарифмов (см. предложе¬ 
ние 36 и примечание [* 203 ]; это имеет место при строго определенном 
размере отрезка. Как уже было указано выше (стр. 296), этот отрезок 
часто называют теперь радиусом кривизны гиперболического пространства. 
Итак, гиперболическая геометрия совпадает с евклидовой на протя¬ 
жении весьма малом по сравнению с радиусом кривизны пространства. 

С этим и связываются соображения, относящиеся к устройству 
Вселенной. Уже Лобачевский в очень осторожной форме высказывал 
предположение, что в нашем пространстве в действительности, может 
быть, имеет место гиперболическая геометрия, но что размеры той 
части Вселенной, в которой мы производим наши измерения, настолько 
малы по сравнению с радиусом кривизны пространства, что откло¬ 
нения наблюдаемых нами метрических соотношений от евклидовых 
весьма ничтожны: они падают за пределы точности наших измере¬ 
ний 1 ). Вычисления суммы углов в некотором космическом треуголь¬ 
нике не дали оснований к подтверждению такого предположения. 
В настоящее время размеры Вселенной, доступные наблюдению, не¬ 
измеримо больше, чем это было в эпоху, когда жил Лобачевский. 
Протяжения, доступные точному измерению, действительно совершенно 
ничтожны по сравнению с размерами Вселенной. В связи с этим,- 
а также с некоторыми течениями в физике и космологии в последнее 
время чаще высказываются предположения, что действительная геоме¬ 
трия космоса не евклидова (Эйнштейн, Вейль). Нужно, однако, сказать, 
что на .эти соображения можно смотреть только как на весьма про¬ 
блематические предположения, требующие еще тщательной проверки. 

[2-22] Лобачевский имеет в виду сочинения: «О началах геометрии», 
напечатанное, правда, не в «Ученых записках», а ѣ «Казанском 
вестнике» (1829—1830) 5 «Воображаемая геометрия», напечатанное 
в «Ученых записках Казанского университета» за 1835 год, «При¬ 
менение воображаемой геометрии к некоторым интегралам», напеча¬ 
танное в «Ученых записках» за 1836 год». 

Дальнейшие слова Лобачевского: «Как я показал в одной из моих 
работ...» относятся к его сочинению «О началах геометрии» 2 ). 

[223] функция П (ж) определена Лобачевским геометрически , а затем 
установлено ее аналитическое выражение, содержащееся в заключи- 

*) См. сочинения «О началах геометрии» (Н. И. Лобачевский, Поли, 
собр. соч., т. I, стр. 207—209) и «Пангеометрия» (см. стр. 216—217 этой книги). 

2) См. предыдущую сноску. 
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тельной формуле предложения 30; в примечании [ 218 ] это же соот¬ 
ношение приведено в других видах,. 

Если функции, определяемые этими формулами, распространить 
и на мнимые значения аргумента, то получим: 


сі# П {хі) = 



8ІП х у 


8ІП П ( хі ) = 
С08 II ( ХІ ) = 


*ХІ С08 X 

Орсь -, ~~ со ь 




Эти именно формулы Лобачевский и приводит в тексте. Если в урав¬ 
нения (8) вместо а у 6, с подставить аг , Ыу сі и выразить тригономет¬ 
рические функции от П (аі), П (Ы), П (сі) по приведенным выше фор¬ 
мулам, то получим заключительные уравнения текста. Это суть соот¬ 
ношения между сторонами и углами сферического треугольника. 
Можно сказать, что и обратно: формулы сферической тригонометрии 
переходят в уравнения гиперболической тригонометрии, если заменить 
стороны треугольника а , Ъ, с через . С другой стороны % 

в сферической тригонометрии под а у Ъ, с разумеют угловые значения 
сторон; если под а, Ь } с разуметь длины этих сторон* то угловые их 
значения будут , где Е — радиус сферы. Уравнения сфе¬ 


рической тригонометрии, содержащие эти формулы, переходят в гипер - 

^ а Ь с а Ъ с 

болические, если заменим ^ че Р ез , т. е. если 


Еі 9 Яі 1 Еі 


заменить Е через Еі. Можно сказать, что уравнения гиперболической 
тригонометрии имеют место на мнимой сфере. В этом именно смысла 
слова Ламберта: «гипотеза острого угла должна иметь место на какой- 
либо мнимой сфере» 1 ), высказанные им еще в 1766 году, действи¬ 
тельно имеют характер замечательного предвидения. 

Сфера радиуса Е имеет кривизну . С другой стороны, фор¬ 
мулы гиперболической тригонометрии получаются, если в формулах 
сферической тригонометрии заменить Е через кі. В этом смысле на 
гиперболическую плоскость можно формально смотреть как на сферу 

с кривизной К = — ; это и служило основанием для присвоения 

к 1 

гиперболическому пространству кривизны — -г^ . Более глубокое обо¬ 


снование этот термин получает в римановой геометрии, в широком 
смысле этого слова 2 * ). 


1) См. В. Ф. Каган, Лобачевский и его геометрия, М., 1955, стр. 163. 

2) См. В. Ф. Каган, Геометрические идеи Римана и их современное раз- 

витие, М.—Л., 1933, стр. 14. 
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Лобачевский, конечно, понимал, что из всех его сочинений по не¬ 
евклидовой геометрии доступными были только два: «Новые начала 
геометрии» и «Геометрические исследования». Но обе эти работы, 
столь различные по характеру выполнения, содержали только первую 
ступень «воображаемой геометрии» — элементарную геометрию, кото¬ 
рая заканчивалась выводом основных уравнений для косоугольного 
треугольника и сравнением их с формулами сферической геометрии. 
За пределами обоих сочинений остались вычисления длин и площа¬ 
дей даже простейших фигур, свойства трипрямоугольников, элементы 
аналитической и дифференциальной геометрии, общие способы изме¬ 
рения длин, площадей, поверхностей и объемов, применения вообра¬ 
жаемой геометрии к вычислению определенных интегралов. Эти во¬ 
просы были рассмотрены Лобачевским в сочинениях «О началах 
геометрии», «Воображаемая геометрия», «Применение воображаемой 
геометрии к некоторым интегралам», но они были изложены очень 
сжато и практически недоступно; комментирование этих работ было 
огромным трудом, сделанным в основном германскими и советскими 
учеными: Ф. Энгелем, Г. Либманом, В. Ф. Каганом, А. II. Котельни¬ 
ковым, А. П. Норденом и Б. Л. Лаптевым. Лобачевский имел все 
основания тревожиться, что все эти вопросы останутся в забвении 
после его смерти. 

Возможно, что эти соображения руководили Лобачевским, когда 
он принялся за свой «последний подвиг, последнюю дань созданной 
им науке и его родному университету» 1 ). Ослепший и больной, он 
диктует своим ученикам «Пангеометрию», которая должна содержать 
краткое, но доступное изложение «второй ступени» его геометриче¬ 
ской системы и одновременно — окончательную обработку ее основ. 

И следует признать, что Лобачевский в значительной мере достиг 
своей цели. Из всех его сочинений, посвященных более сложным 
вопросам неевклидовой геометрии, «Пангеометрия», конечно, наиболее 


! ) Из воспоминаний Н. II. Вагнера о Лобачевском, Модзалевский, 
стр. 651. 
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доступное. В изложении «Пангеометрии» чувствуется мастер, напи¬ 
савший «Геометрические исследования». Если бы Лобачевский имел 
возможность взглянуть на свое последнее сочинение и подвергнуть 
его окончательной отделке, изготовить чертежи, привести в вид, удоб¬ 
ный для чтения, то мы имели бы такое же изложение второй части 
геометрии Лобачевского, каким остаются^ «Геометрические исследова¬ 
ния» для ее первой части. Но это было для Лобачевского уже не¬ 
возможно; в небольшой степени, чисто внешними средствами это сде¬ 
лано при подготовке сочинения к «Полному собранию сочинений» и 
к настоящему изданию. 

Сочинение «Пангеометрйя» разделено редакцией Полного собрания 
сочинений Лобачевского на 28 параграфов — «статей». В настоящем 
издании эти статьи объединены в 14 глав и каждой из* них дано на¬ 
звание. Оно в основном соответствует оодержанию главы, хотя пол¬ 
ной точности добиться не удалось. 

Все сочинение разделяется на три части и заключение. 

Первая часть содержит элементарный материал, имеющийся и 
в «Геометрических исследованиях». К ней относятся главы I—V. 
Лобачевский считает, что читатель «Пангеометрии» хорошо знаком 
с «Геометрическими исследованиями»: в главах I и II содержатся 
только результаты без выводов со ссылками на предложения из 
«Сгеотеіг. Тіпіегз.». В конце первой главы появляется название 
«Пангеометрия »; этим именем Лобачевский хотел отметить ее все¬ 
объемлющий характер, «потому что это название означает гео¬ 
метрию в обширном виде, где обыкновенная геометрия будет част¬ 
ный случай». 

Главы III, IV и У почти полностью соответствуют главам IX, X 
Ц XI «Геометрических исследований» — им приданы те же названия. 
Но в деталях между обоими сочинениями есть и существенные раз¬ 
личия; они отмечены в примечаниях. 

Ко второй части можно отнести главы VI и VII. Это — дополни¬ 
тельные сведения из элементарной геометрии, которые не были вклю¬ 
чены в «Геометрические исследования»: координаты на плоскости и 
уравнения простейших линий (окружность, предельная линия, пря¬ 
мая), вычисление элементарными средствами длины окружности и 
предельной линии, свойства четырехугольников с тремя прямыми 
углами (трипрямо угольников) и, наконец, замечательное свойство 
расходящихся прямых — существование общего перпендикуляра. 
В основном этот материал повторяет соответствующие места сочине¬ 
ния «О началах геометрии», но во многом он значительно перерабо¬ 
тан и — надо сказать — более удачно. Особенно интересно доказатель¬ 
ство совпадения двух основных неевклидовых констант Е лев конце 
главы VII. 
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' Последняя, наиболее существенная часть сочинения содержит инфи¬ 
нитезимальные вычисления длин, площадей и объемов на основе мет¬ 
рической формы. К ней относятся главы VIII IX и XII—XIII 
(главы X и XI носят вспомогательный характер). В этих главах ме¬ 
тодом интегрирования определены длины, площади и объемы элемен¬ 
тарных фигур и тел и приведены примеры применения полученных 
результатов к вычислению некоторых определенных интегралов. 

■ Очень интересны соображения, относящиеся к формуле, выражаю¬ 
щей площадь треугольника в неевклидовой плоскости. В первом своем 
мемуаре «О началах геометрии» Лобачевский устанавливает элемен¬ 
тарными геометрическими соображениями, что площадь треугольника 
пропорциональна его угловому дефекту, а при надлежащем выборе 
единицы площади она выражается этим дефектом. В сочинении 
«Воображаемая геометрия» Лобачевский получает площадь прямо¬ 
угольной прямолинейной трапеции, интегрируя выражение элемента 
площади в ортогональных (декартовых) координатах. Здесь, в «Пан- 
геометрии», Лобачевский сначала приходит к тому же результату, 
интегрируя элемент площади, выраженный в полярных координатах. 
Вслед за тем (в гл. XI) Лобачевский дает выражение площади тре¬ 
угольника в зависимости от трех его сторон, очень своеобразное 
полученное с большим искусством; оно дает ему возможность пока* 
зать, что и выражение площади треугольника совпадает с евклидо¬ 
вым, когда стороны треугольника бесконечно малы. Нужно удивляться 
т*ому искусству, с которым выполнено это вычисление без всякой 
записи. 

Лобачевский включил в «Пангеометрию» очень небольшую часть 
результатов, связанных со своими интегральными вычислениями. 
Отбор сделан им очень продуманно, без лишних сложностей—только 
для того, чтобы выяснить принципиальные стороны задачи и полу¬ 
чить важнейшие формулы. Но в одном случае он не остановился 
перед сложностью выкладок — при вычислении площади сферы с по¬ 
мощью угловых координат. Такое исключение сделано Лобачевским, 
йероятно, сознательно: указанное вычисление приводит Лобачевского 
к новому интегралу — тому самому, который Остроградский считал 
неверным и который был осмеян в издевательской рецензии в «Сыне 
Отечества». В последней работе Лобачевский отстаивал свою правоту. 

Заключение посвящено основным вопросам, всегда наиболее инте¬ 
ресовавшим Лобачевского, — о логической правильности созданной им 
геометрии и о геометрии реального пространства. И это заключение 
обнаруживает, что за тридцать лет, протекших со времени первого 
его доклада физико-математическому отделению Казанского универ¬ 
ситета, его взгляды на этот вопрос нисколько не изменились. Он 
попрежнему стоит на той точке зрения, что логического противоречия 
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в его системе нет и быть не может, — что вопрос о том, какая гео¬ 
метрия действительно имеет место в пространстве, может быть решен 
только экспериментально,—но «воображаемая геометрия» может быть 
во всяком случае полезна в различных разделах математического 
анализа. 

Лобачевский близко подошел к доказательству непротиворечивости 
воображаемой геометрии. Однако полное доказательство справедли¬ 
вости этого утверждения, как и новые разнообразные применения 
неевклидовой геометрии к анализу, было дано позже. 

Что же касается геометрии реального пространства, то Лобачевский, 
не удовлетворясь своим выводом, сделанным в 1829 году в сочинен 
нии «О началах геометрии», пытается в последних строках «Пангео¬ 
метрии» наметить другой путь решения этого вопроса. 

I. Вступление 

Вступление к своему последнему сочинению Лобачевский написал 
сжато, но очень выразительно. В первых же словах он высказывает 
убеждение, которого придерживался всю свою творческую жизнь*): 
недопустимо строить геометрию на «произвольных» положениях, выска¬ 
занных «прямо» (в виде аксиом подобно Евклиду) или «косвенно» 
(подобно тем, кто пытался исправить Евклида), на таких определе¬ 
ниях, которые не связаны с их происхождением, из которых даже 
не видно, что эти понятия «существовать могут». Допущения, 
равносильные аксиоме о параллельных линиях, обычные определения 
прямой и плоскости не могут быть поэтому положены в основы гео¬ 
метрии. 

Лобачевский кратко напоминает, как он «предпочел начать» гео¬ 
метрию. Его построение геометрии было намечено еще в «Обозрении 2» 
(1824), развито в сочинениях «Краткое изложение начал геометрии 
со строгим доказательством теоремы о параллельных» (1826) и 
«О началах геометрии» (1829) и обстоятельно изложено в фундамен¬ 
тальном труде «Новые начала геометрии с полной теорией параллель¬ 
ных» (1835.—1838). Он приводит свое определение параллельности, 
не зависящее от единственности прямой, проходящей через данную 
точку и не встречающей данную прямую: 

«Прямую, проведенную из данной точки в плоскости, я назы¬ 
ваю параллельною к данной прямой в той же плоскости, как 
скоро она составляет границу между теми прямыми, проведен¬ 
ными из той же точки в той же плоскости, которые пересекают 

!) Оно было высказано еще в 1822 году в «Обозрении I» (см. Модзалѳв* 
с к и й, стр, 203—204). 
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данную прямую по достаточному продолжению, и тех, которые 
не пересекает сколько бы не продолжались» *). 

Далее Лобачевский указывает, что в своем сочинении «Геометри¬ 
ческие исследования по теории параллельных линий» он привел 
доказательства всех предложений, не опирающихся на понятие паралле¬ 
лизма. Это не совсем так: большинство предложений абсолютной гео¬ 
метрии помещено в «Геометрических исследованиях» без доказатель¬ 
ства. Но это — первые 15 очевидных или легко доказуемых предложе¬ 
ний, имеющихся в любом учебнике геометрии. Три же замечательных 
предложения, которые Лобачевский приводит во «Вступлении», он 
действительно доказал в «Геометрических исследованиях» и даже 
раньте в своих предыдущих сочинениях; это — предложение 19 
«сумма углов в прямолинейном треугольнике не превышает двух пря¬ 
мых», предложение 20: «если эта сумма равна двум прямым в одном 
каком-либо прямолинейном треугольнике, то она такова же и во всех 
других» и, наконец, предложение 27, особенно отмечаемое Лобачев¬ 
ским: площадь сферического треугольника пропорциональна его угло¬ 
вому избытку 2 ). Это — не шаблонные теоремы обычного учебника -— 
они составляют переход от евклидовой геометрии к пангеометрии. 

Можно основать, заканчивает Лобачевский, особую геометрию— 
«геометрию в обширном виде,' где обыкновенная геометрия будет част¬ 
ный случай». 

Слово «Пангеометрия», т. е. «всеобщая геометрия», появляется 
здесь у Лобачевского в первый раз. 

[224] «Содержанием» Лобачевский всегда называет отношение . 

[ ш ] См., например, «Новые начала геометрии с полной теорией 
параллельных». Определение сферы дано в статье 13 этого сочинения 3 ). 

[226] Оеотеігізске Ѵпіегвискипдеп — «Геометрические исследования по 
теории параллельных линий» — сочинение Лобачевского, напечатанное 
в этой книге. 

[227] То есть площадь сферического треугольника, выраженная 
в частях всей сферы. В следующей формуле множитель -і* появляется 

и 

1) Стр. 138 этой книги. 

2 ) См, «Геометрические исследования», стр. 102—104 и 112—114 этой книги. 
Предложение 27 формулировано Лобачевским несколько иначе, чем здесь и во 
«Вступлении» к «Пангеометрии», но все три формулировки равносильны. См. при¬ 
мечание р 47 ], 

3 ) Н. И. Лобачевский, Поли, собр. соч., т. П, стр, 180. См. также при¬ 
мечания [27] и [28] на стр. 472—473 П тома. 
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потому, что Лобачевский выражает площадь всей сферы нс числом 4тс, 
как принято обычно, а числом 2 тс в особых единицах* Об этом см. 
примечание [ 3 ‘ 1 2 ] к сочинению «Геометрия». 


П. Основные предложения 

Лобачевскрій предполагает, что читатель «Пангеометрии» уже зна¬ 
ком с его сочинением «Геометрические исследования по теории парал¬ 
лельных линий», и поэтому первые положения новой геометрии он 
излагает сжато, только намечая их доказательства. В настоящей главе 
собраны те сведения по неевклидовой геометрии, которые в «Геоме¬ 
трических исследованиях» были подробно рассмотрены и доказаны': 
понятия об угле параллельности, предельной линии и предельной 
поверхности и основные их свойства. Только в конце главы появляется 
новый материал по сравнению с «Геометрическими исследованиями» 
(о площадях фигур, ограниченных предельными линиямрі), но он 
очень связан с предыдущем текстом. Следующие три главы III, IV 
и V будут содержать сведения по неевклидовой геометрріи, также из¬ 
вестные чрітателю «Геометрических исследований». 

Глава разбита на две статьи 2 и 3 х ). В ст. 2 кратко изложен тот ма- 
терріал, который содержрітся в предложениях 16, 23, 25, 28, 31, 32 и 34 
«Геометрических рісс ледований»; большей частью (не всегда!) Лоба¬ 
чевский в соответствующем месте ссылается на эти предложения; чи¬ 
тателю рекомендуется просмотреть их перед чтением настоящей главы. 

Статья 3 посвящена різмеренрію длин дуг предельных линрій рі 
ограниченных ими площадей. Вначале приводится без доказательства 
предложение 24 «Геометрріческих рісс ледований» о том, что параллель¬ 
ные линии сближаются в сторону их параллелизма. Затем следует 
с подробным доказательством предложение 33 «Геометрических иссле¬ 
дований» об отношении длин 8 и 8' двух дуг предельных лріний 
между двумя общими осями — выводится формула 8' = 8Е~ Х , где х 
есть расстояние между дугами, считаемое по оси. Следует обратить 
внрімание на то, что в этой формуле Лобачевский обозначает кон¬ 
станту— основание степени — через Е , в то время как в «Геометррі¬ 
ческих исследованиях» он обозначал ее через е и замечал, что пррі 
соответствующем выборе единицы измерения длины эту константу 
можно считать неперовым числом 2,71828 ... 2 ). Такое различие не 


1) Термином «статья» для обозначения рубрики Лобачевский пользуется 
в «Новых началах геометрии с полной теорией параллельных», Напоминаем, что 
у самого Лобачевского нет никакой разбивки текста «Пангеометрии» на главы 
и статьи; статьи введены редакцией Полного собрания сочинений Лобачевского 
(см. т. Ш, стр. 433), а главы;—при подготовке к изданию этой книги. 

2) См. стр. 120 этой книги. 
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случайно: позже, в конце главы VI*), выяснятся важные причины 
для нового обозначения константы. 

Во второй половине ст, 3 выводится аналогичная формула для 
отношения площадей двух фигур, ограниченных предельными линиями 
и их осями, а из нее — важная формула 

Р _ И8 
Е— 1 

для площади фигуры безграничного протяжения между дугой пре¬ 
дельной линии и двумя осями, исходящими из ее концов. Эта фор¬ 
мула будет использована в дальнейшем (в гл, IX). 

[ 228 ] Кроме предложения 23 «Геометрических исследований», на 
которое ссылается здесь Лобачевский, основное содержание этого 
абзаца имеется в предложении 16 1 2 3 ). 

[ 229 ] Лобачевский называет эту важную кривую в различных своих 
сочинениях по-разному. В первом опубликованном им сочинении 
«О началах геометрии» он назвал ее предельная круга , в «Новых нача¬ 
лах геометрии» — предельная кривая или просто предельная , в «Геоме¬ 
трических исследованиях»— предельная линия (Сггепгііпіе), наконец, 
в «Пангеометрии»— предельный круг ъ ). 

[23°] ^ этом абзаце кратко изложено содержание предложений 31 
и 32 «Геометрических исследований» 4 5 ). 

[2 Ві] «Обращение» — т. е. вращение. Начиная с этого места, весь 
текст до конца ст. 3 составляет содержание предложения 34 «Геоме¬ 
трических исследований» б ). 

[• 282 ] Предельная сфера— -этот же термин Лобачевский применял и 
в сочинении «О началах геометрии». В «Новых началах геометрии» 
и в «Геометрических исследованиях» он вводит термин предельная 
поверхность (ѲтепяШсІіе) 6 ). 

[ 238 ] В «Геометрических исследованиях» Лобачевский называл эту 
плоскость главной 7 ). 

1) Стр. 172 этой книги. См к также вводное примечание к главе IV на стр. 274. 

2) См. стр. 98 и 106 этой книги. 

3) См. Лобачевский, Цолн. собр, соч., т. I, стр. 195; т. II, стр. 289—291. 
Полное собрание сочинений по геометрии, т, Нсочинения на французском и 
немецком языках, Казань, 1886, стр. 567. 

4) См. стр. 118—120 этой книги. 

5) См. стр. 121—122 этой книги. 

6) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т, I, стр. 195; Поли. собр. соч. 
по геометрии, т. II, стр. 569, 

7 ) См. стр. 122 этой книги. 
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[•234] Иначе говоря, на предельной поверхности сохраняется дву¬ 
мерная геометрия Евклида; в частности, стороны и углы предельного 
треугольника связаны уравнениями, которые имеют место в евклидо¬ 
вой геометрии. 

[• 23 б] 0 ТО — предложение 24 «Геометрических исследований» 1 ). 

[ 236 ] См. вводное примечание к этой главе. Вывод этой формулы 
содержится в предложении 33 «Геометрических исследований» 2 ). 

[237] Если соединим п таких площадей, как указано на черт. 3 
текста Лобачевского, то вся площадь выразится суммой членов гео¬ 
метрической прогрессии 

Р_|_РЕ-«-+-РЕ- 2ж + . .. 4-РР-^- 1 )^ 

и потому имеет указанное в тексте значение. 

[238] Если в предыдущем выражении Р (верхний четырехугольник 
на черт. 3 текста Лобачевского) имеет площадь, принятую за единицу 
и х = 1 у то это выражение принимает вид 



Верхнее основание имеет при этом длину 1; если же длина верхнего 
основания равна 8, то площадь всей полосы имеет значение, указан¬ 
ное в тексте. 

III. Уравнения, связывающие стороны и углы 
прямоугольного треугольника; 
формулы сферической тригонометрии 

Содержание этой главы в основном соответствует содержанию пред¬ 
ложения 35 «Геометрических исследований», порядок изложения и 
даже обозначения в обоих сочинениях во многом совпадают, а допол¬ 
нительный материал, имеющийся здесь по сравнению с предложе¬ 
нием 35, носит второстепенный характер. Перед чтением этой главы 
целесообразно просмотреть предложение 35 и примечания к ней 
(в особенности вводное примечание к главе IX «Геометрических иссле¬ 
дований») 3 ); нижеследующие примечания относятся, главным образом, 
к дополнительному материалу или к сравнению изложения в «Гео¬ 
метрических исследованиях» и в «Пангёометрии». 


х ) См. стр. 108 этой книги. 

2) См. стр. 119 этой книги. 

3) Стр. 123—126 и 307—309 этой книги. 
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Глава содержит две статьи: 4 и 5. В ст. 4 после небольшой всту¬ 
пительной части*) изложено преобразование Лобачевского: переход 
от одного прямоугольного треугольника с элементами а, Ъ , с, ос, р 
к другому с элементами а, а', (3, Ъ' 9 с при помощи промежуточного 
звена — прямоугольного сферического треугольника 2 ). Изложение этой 
статьи отличается от изложения первой части предложения 35 незна¬ 
чительными подробностями. 

Статья 5 содержит вывод основных уравнений (2), (3) и (4), свя¬ 
зывающих стороны и углы прямоугольного треугольника на плоскости 
Лобачевского; из них вытекают три основных уравнения (5) для сфе¬ 
рического прямоугольного треугольника. Последние уравнения совпа¬ 
дают с известными формулами сферической тригонометрии; ими Лоба¬ 
чевский закончил предложение 35 «Геометрических исследований» и 
сделал из них справедливое заключение, что законы сферической 
тригонометрии «не зависят от того, равна ли в прямолинейном тре¬ 
угольнике сумма трех углов двум прямым или нет» 3 ). Но здесь, 
в «Пангеометрии», Лобачевский не ограничивается этим: он выводит 
из уравнений (5) четыре основные формулы (6), (7), (8) и (9) для 
косоугольного сферического треугольника. Вывод их составляет заклю¬ 
чительную часть главы; он не характерен для геометрии Лобачев¬ 
ского и не отличается от обычного способа разбиения косоугольного 
треугольника на сумму или разность двух прямоугольных. Для Лоба¬ 
чевского эти четыре формулы имеют особенно важное значение — 
именно они завершают сочинение «Геометрические исследования» и 
вытекают из формул (8) этого сочинения умножением сторон треуголь¬ 
ника на У — 1 4 ). Вероятно, поэтому Лобачевский не пожалел здесь 
труда на их получение и только после этого сделал заключительный 
вывод об абсолютном характере сферической тригонометрии. 

[259] «Двум прямым» — точнее, «двум прямолинейным отрезкам». 
Иначе говоря, острые углы А и В могут быть в пангеометрии заданы 
прямолинейными отрезками а и (3, для которых П (а) = А, П (|3) = В. 
Ѳти отрезки — гиперболические значения углов А и В б ). 

[240] То есть буквами со штрихами. Отрезок а' часто называют 
дополнительным к отрезку а. 


*) В ней введены обозначения, используемые в дальнейшем: величины а и а' 
функции Ь (а) и /*(а); современные термины для этих понятий указаны в соот¬ 
ветствующих примечаниях. 

2) Подробнее о преобразовании Лобачевского см. стр. 308 и 311—312 этой книги. 

3 ) Стр. 126 этой книги. 

4 ) Стр. 134 этой книги. 

б ) См. стр. 310 этой книги. 


22 Зак. 754 . Н. И. Лобачевский 
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[ 241 ] Лобачевский имеет в виду точку М на черт. 4— конец («вер¬ 
шину») отрезка АЖ , имеющего длину а и перпендикулярного к оси А А' 
предельной линии АВ. 

[242] Отрезок а часто называют тангенциальным протяжением (или 
тангенциальной высотой) дуги АВ (черт. 4 текста Лобачевского), а отре¬ 
зок МВ — ее нормальным протяжением. Функция /*(а) выражает зави¬ 
симость нормального протяжения дуги от тангенциального; Ь (а) есть 
длина всей дуги АВ — функция ее тангенциального протяжения. 

[ 248 ] 0 ТО построение и связанное с ним рассуждение изложены 
Лобачевским в § 35 «Геометрических исследований» *). Черт. 5 текста 
Лобачевского, к которому это рассуждение относится, совпадает 
с черт. 28 «Геометрических исследований»; только буквы ж, ю, & пере¬ 
ставлены. Вместо них соответственно поставлены буквы к , ж, п. 

[244] Сторона тп измеряется углом В [т. е. П ((3)]. Сторона кт изме¬ 
ряется углом АВВ' = П (с); сторона кп — углом СВВ' — П (а); угол кпт 
есть двугранный угол между плоскостями III и IV ; он измеряется 
своим линейным углом АС С' = П (Ь). 

[245] Так как на предельной поверхности сумма углов треуголь¬ 
ника АВ"С", составленного предельными линиями, равна тс, то- 

АВ"С" = ~ В"АС "; но угол В"АС" измеряется углом между 
касательными к сторонам АВ" и АС", т. е. между сторонами АВ и АС 
исходного треугольника, — его углом А = И(а)\ поэтому согласно 
определению дополнительного отрезка ^АВ"С" = П(а / ); но тот же. 
угол измеряет и угол ткп сферического треугольника, как указано 
в тексте. 

[ 246 ] Дальнейшее рассуждение и связанное с ним построение пред¬ 
ставляют собой основу, на которой Лобачевский строит тригонометрию 
прямоугольного треугольника в своей неевклидовой плоскости. Вывод 
Лобачевского пояснен в примечании [ 187 ] к «Геометрическим иссле¬ 
дованиям» 2 ). Однако ввиду важности замечательной теоремы, которую 
Лобачевский здесь приводит, и некоторого отличия его рассуждения 
от того, которое им дано в «Геометрических исследованиях», рассмо¬ 
трим его подробнее. 

Теорема, доказанная выше, заключается в следующем. Если суще¬ 
ствует прямолинейный прямоугольный треугольник Д с катетами а, Ь у 
гипотенузой с и острыми углами П (а) и П((3), то ему сопутствует* 
прямоугольный сферический треугольник (а) с катетами П((3), П(с) > 

! ) См. стр. 123 этой книги. 

2 ) См. стр. 31]—313 этой книги. 
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гипотенузой П (а) и острыми углами П(ос / ), П (Ь). Имея это в виду, 
Лобачевский по треугольнику Д строит другой прямоугольный прямо¬ 
линейный треугольник Д х , в котором сохраняется один катет а исход¬ 
ного треугольника Д, а другой катет (Ь) заменяется отрезком а'; 
гипотенузу этого треугольника Лобачевский предварительно обозна¬ 
чает через д , его острые углы — через П (X) и П([а), именно через 
П (X) — угол, противолежащий катету а , а через П (а) — угол, про¬ 
тиволежащий катету а'. Получается такая схема: 



Катеты 

Гипотенуза 

Противолежащие 
острые углы 

Треугольник Д 

а , Ъ 

с 

П(«), 

п(Р) 

Треугольник Д г 

а , о/ 
П(р), П (с) 

9 

па, 

П(|х) 

Сферический тр-ка 

П(а) 

П(а'), П(6) 


Таким образом, переход от треугольника Д к треугольнику Д г 
происходит при помощи следующей замены: 

а Ъ с се [3 

I 4 I I I (і) 

а а' д к 

„Согласно доказанной теореме треугольнику Д х в свою очередь сопут¬ 
ствует сферический треугольник о І9 стороны и углы которого полу¬ 
чаются из сторон и углов треугольника а замещением (1). Таким 
образом, стороны и углы сферического треугольника а г суть 

Катеты Гипотенуза Противолежащие углы 

ПОД П (д) п (а) П(Х'), П(«')• 

Сличая поэтому треугольник о 1 со, видим, что они имеют общуіо 
гипотенузу П (а) и общий угол П(ос'), прилежащий к гипотенузе. 
Следовательно, эти треугольники конгруэнтны, а потому совпадают 
и другие соответственные стороны и углы. Прежде всего в о А второй: 
угол П(Х'), прилежащий к гипотенузе, равен в о углу П(&), т. е„ 
к' = Ъ (к— У); вместе с тем катету П (р.), лежащему в о х против, 
угла П (А'), соответствует в о катет, лежащий против угла П(&), т. е. 
Л (с); поэтому р. = с; катет Л(д), лежащий в о й против угла П (ос'),, 
равен катету П(^), лежащему против того же угла в треугольнике сг; 
поэтому д = р. 

Элементы треугольника Д ІЗ предварительно обозначенные через 
X, |х, д у теперь выявлены: 

ь = ь', р = с, д = 

Отсюда следует, что прямолинейному прямоугольному треуголь¬ 
нику Д со сторонами 'а, 6, с и острыми углами П (ос), П ((і) всегда 


22* 
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[247 


сопутствует другой прямолинейный прямоугольный треугольник Д 1 
с катетами а , а', гипотенузой (3 и острыми углами П (У) и П(с). 

[ 247 ] Треугольник АВ"С ", составленный предельными линиями 
р, <1 и г (черт. 5 текста Лобачевского), можно рассматривать как сфе¬ 
рический треугольник на сфере с бесконечно удаленным центром. 
Так как двугранный угол между плоскостями I и III —прямой, то 
измеряемый им угол АС"В", лежащий против стороны г, также пря¬ 
мой. Угол В"АС" у лежащий против стороны р, измеряется углом ВАС 
между касательными к предельным дугам и равен, следовательно, 
П(а). Наконец, угол АВ"С", лежащий против стороны дополняет 
угол В"АС" до прямого (сумма углов предельного треугольника 
равна іг), т. е. равен П (а'). 


[24в] Согласно установленной выше терминологии СС" есть нор¬ 
мальное, а С А ( = Ь) — тангенциальное протяжение дуги ^ (черт. 5 
текста Лобачевского); поэтому СС" = р(Ъ). Точно так же ВВ" есть нор¬ 
мальное, а В А ( = с) — тангенциальное протяже¬ 
ние дуги г; поэтому ВВ" = / } (с). 

[24Э] Нельзя сказать, чтобы это действительно 
было «легко видеть». Во всяком случае Лобачев¬ 
ский обстоятельно доказывает это равенство 
в § 35 «Геометрических исследований» (см. 

стр. 124—125 этой книги). 

[25°] Если через точку С (см. черт. 46) в пло¬ 
скости III проведем предельную дугу СБ=р'у 
параллельную С" В" у т. е. имеющую с ней 
общие оси СС' и ВВ'у то по установленной на стр. 143 формуле 
р' = рЦр®" — рЕ ^С другой стороны, так как дуга <7П ( =р') имеет 
тангенциальное протяжение а, то р' = Ь (а), т. е. рЕ^ Ь) — В (а). 

[ 251 ] Согласно доказанной выше основной теореме прямоугольному 
треугольнику, в котором один катет равен а, а гипотенуза и острые 
углы суть Су П (а) и П((3), соответствует другой прямоугольный тре¬ 
угольник, имеющий тот же катет а, гипотенузу (3 и острые углы П (У) 
л П(с). Поэтому равенство (1) остается в силе, если заменить а 
на У у (3 на с, а а оставить без изменения. 

Тот же прием Лобачевский применяет для получения остальных 
уравнений (2), (3) и (4). 

[ 252 ] Правая часть последнего равенства зависит только от гипо¬ 
тенузы {е), а девая часть — от катета, значение которого при данном с 
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остается произвольным; мъг можем поэтому положить а = 0. Когда 
тангенциальное протяжение предельной дуги обращается в нуль, то 
вместе с ним обращается в нуль и нормальное ее протяжение; это 
и значит, что /Д0) = 0. 

[268] Уравнения (2), (3) и (4) выведены для прямолинейного прямо¬ 
угольного треугольника со сторонами а, Ь, си противолежащими 

углами П(а), П((3), . Но выше (стр. 146) Лобачевский доказал, что- 

каждому такому треугольнику соответствует сферический прямоугольный 
треугольник со сторонами П(^), П(с), П (а) и противолежащими 

углами П(а / ), П(6), ~ • Вводя новые обозначения 

П (р) П (с) П (а) П(а') П (Ь) 

^ ^ ^ ^ ^ 

а Ъ с А В 

получаем из (2), (3) и (4) формулы (5) для этого сферического тре¬ 
угольника. 

[254] Таким образом Лобачевский доказал, что соотношения между 
углами и сторонами в любом сферическом прямоугольном треуголь¬ 
нике не зависят от постулата о параллельных линиях: формулы (5), 
совпадающие с известными формулами сферической тригонометрии, 
выведены в предположении, что этот постулат не имеет места. 

Заметим, что уравнения (5) сферической тригонометрии можно, 
конечно, вывести, не опираясь на постулат о параллельных (т. е. не 
опираясь на евклидову геометрию) и не прибегая также к неевкли¬ 
довой геометрии 1 ). Но самый факт был открыт Лобачевским, как 
выше изложено, именно средствами неевклидовой геометрии. Вывод 
очень изящный и дает хороший переход к уравнениям прямолиней¬ 
ного прямоугольного треугольника в плоскости Лобачевского. 

Соображения, следующие за формулами (5), представляют собой 
обычные выводы формул косоугольного сферического треугольника 
из формул прямоугольного сферического треугольника. 

[2б&] Делим почленно равенство созр (соз с соз х~\- зіп с зіп х) = соз Ь 
на равенство соз р соз х = соз а и решаем полученное уравнение отно* 
сительно ідх. 

[266] См. предыдущее примечание. 


*) См., например, Н. ЬіеЪшапп, Ве§гшк1ші§ <іег зрЪагізсЪеп Тгі^опотеігіе 
ипаЪМп&і§ ѵот Рагаііеіепрозіиіаі. ВйсЪзізсЪе ВегіеМѳ, 1908. 
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IV. Разыскание функции П (ж) 

Основная часть этой главы (ст. 6 ) является почти дословным 
повторением главы X «Геометрических исследований» (предложения 
36) 1 ); чертежи 11—14 воспроизводят чертежи 31—34 «Геометрических 
исследований». Статья содержит вывод аналитического выражения 
для функции П (х) в неявной форме: % П (х) = 

Следует обратить внимание на то, что здесь Лобачевский в отли¬ 
чие от главы II (ст. 3) обозначает основание степени через е, а не 
через Е } подчеркивая этим, что это — другая величина. Здесь он 
говорит, что при соответствующей единице длины можно считать е 
основанием неперовых логарифмов. 

Позже, в конце главы VI, он докажет, что числа Е и е совпадают 
при одной и той же единице длины. 

Глава IV оканчивается небольшой ст. 7, отсутствующей в «Гео¬ 
метрических исследованиях». В этой статье даны другие неявные 
выражения для функции П (х) [8ІпП(х) и С08П(х)], а также «фор¬ 
мулы сложения и вычитания», т. е. выражения тригонометрических 
функций от Ті(х±у) через функции от П (х) и П(?/). 

Глава почти не снабжена примечаниями — читатель найдет их 
в сочинении «Геометрические исследования». 

[267] Так как ЛѲ\\ВЕ, то АСг\\ОЕ, и потому ^ СгАВ = П {АБ) = 
= П(с+Р) и в то же время ^ ОАО = П (Ъ). 

[25в] «Второму» по отношению к первому продолжению ВВ' на 
черт. 11 текста Лобачевского. 

[259] в этом именно предположении проведены изложенные выше 
рассуждения и построения (черт. 12 текста Лобачевского). 

[ 280 ] Определение функции П (х) для отрицательного аргумента 
см. на стр. 140 этой книги. 

[261] 0 ТИ формулы выводятся без труда; в дальнейших примеча¬ 
ниях мы будем называть их «формулами сложения». 

V. Уравнения, связывающие стороны 
и углы всякого треугольника 

Эта глава соответствует заключительной главе XI «Геометрических 
исследований» (предложение 37) 2 ) и построена по той же схеме. 

Сначала (ст. 8 ) выводятся дополнительные соотношения для прямо¬ 
угольного треугольника сверх тех, которые были получены в главе ПІ. 


1 ) См. стр. 126—129 этой книги. 

2 ) Стр. 130—134 этой книги.' 
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264 ] 


Затем в статье 9 получаются основные четыре соотношения между 
элементами косоугольного треугольника. Эти формулы (13), (14), 

{15) и (18) совпадают соответственно с формулами (3), (5), (7) и (6) 
•«Геометрических исследований» и вместе с их модификациями дают 
полную систему тригонометрических уравнений прямолинейного тре¬ 
угольника *); они сведены в группу под общим номером (19) 2 ). 
Вывод их в некоторых местах отличается от вывода, который намечен 
з «Геометрических исследованиях». 

Наконец, в небольшой статье 10 «поверяется» заявление, что 
-«Пангеометрия переходит в обыкновенную геометрию с предположе¬ 
нием линий чрезвычайно малых». 

Как и в предыдущей главе, здесь дано лишь несколько примечаний, 
относящихся к вычислительной стороне дела; примечания принци¬ 
пиального характера были сделаны к соответствующим местам сочи¬ 
нения «Геометрические исследования». 

[262] Уравнения (2), (3) и (4) на стр. 149—150 связывали стороны 
и углы прямолинейного треугольника АВС , имеющего стороны а, Ъ, с 
и противолежащие им углы П(а), П ((3), у. В формулах (10) Лоба¬ 
чевский повторяет ѳти уравнения, введя обычные обозначения острых 
углов: А == П(а) и В = П(|3). 

І 263 ] При А = у уравнение (13) принимает вид 

і#П (а) = зіпВІ^П ( Ъ ). 

Однако теперь а есть гипотенуза, которую мы прежде обозначали 
через с; таким образом, при прежних обозначениях это уравнение 
жожно написать в виде 

1&П (с) = 8ІпВ%П (&) = зіп А %П (а), 

т. е. оно принимает вид (12). Уравнение. (14) при А = у непосред¬ 
ственно переходит в уравнение (11), если сторону а (теперь гипоте¬ 
нузу) обозначить через с, а вместе с тем сторону с (теперь катет) — 
через а. 

[264] Если в нем предварительно заменить правую часть через 
зіп(71^П(с) и написать его в виде 

зіп 2 А 1^ 2 П (а) = зіп 2 С% 2 П (с), 

*) См. примечание [ 217 ] к «Геометрическим исследованиям» (стр. 324 этой 
.книги). 

2 ) В «Геометрических исследованиях» под номером 8 (стр. 133 книги). 
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то оно даст 
1 

С 08 2 П (с) 


8Іп2 а П (а) _ зіп 2 А ^ П (а) , „„ , . _ 

ЗІП 2 С ЗІП 2 П (с) — 8ІП 2 С 11 ^ ё 11 ^ ] — 


зіп 2 А і& 2 П (а) , зіп 2 А П (а) 

8ІП 2 С ' 8ІП 2 С і& 2 П (с) 


Так как второй член правой части равен 1, то мы приходим: 
к выражению, данному в тексте. 

[265] То есть заменяя в уравнении (14) друг другом стороны а, с 
и соответственно углы А, С. 

[266] Опять-таки присоединяя третий член, т. е. написав уравне¬ 
ние (13) в виде 

зіпЛ (а) = 8ІпО%П (с). 

УІ. Начала аналитической геометрии. 

Длина окружности и дуги предельного круга 

Начиная с этой главы, в сочинении «Пангеометрия» излагается 
материал, уже не содержащийся в «Геометрических исследованиях 
по теории параллельных линий». В основном он был получен Лоба¬ 
чевским в его прежних сочинениях, в первую очередь — в первой 
напечатанной работе «О началах геометрии». 

Глава VI состоит из трех статей: 11, 12 и 13. В первой из них 
в качестве «примера, каким образом кривые линии определяются 
помощью координат их точек», выводятся уравнения окружности и 
предельного круга, во второй — вычисляются длины этих кривых,, 
в третьей — выводятся уравнения прямой линии, как произвольно рас¬ 
положенной относительно системы координат, так и в частных случаях. 

Все результаты этой главы имеются в 
сочинении «О началах геометрии» 1 ). 

Поясним систему координат, приня¬ 
тую Лобачевским. Точка М на пло¬ 
скости определяется двумя координа¬ 
тами: хи у, близкими к прямоугольным 
декартовым координатам евклидовой 
геометрии (мы будем называть их декартовыми координатами). На пря¬ 
мой ОХ (черт. 47)—будем ее называть осью абсцисс 2 ) — фиксируется 
начальная точка О. Ординатой у точки М на плоскости является 
длина перпендикуляра МХ из этой точки на ось ОХ, а абсциссой 
х — расстояние от начала О до проекции N. О знаках координат Лоба- 



1) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т, I, стр. 210—214, 

2 ) Терминов тбсцисст и « ордината » Лобачевский не вводит. 
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чевский ничего не говорит, но он подразумевает их в обычном смысле. 
Оси ординат Лобачевский не вводит, потому что обе координаты у 
него не равноправны 1 ). 

В статье 11 Лобачевский, используя полученные им тригонометри¬ 
ческие формулы, находит прежде всего уравнения окружности ради¬ 
уса г с центром в начале координат [формула (20)] и с центром на 
оси ОХ, проходящей через начало [формула (20 7 )]. Устремляя в по¬ 
следнем уравнении радиус окружности к бесконечности, он получает 
уравнение предельной круга, проходящей через начало ортогонально 
к оси ОХ [формула (20а)]. Это же уравнение Лобачевский находит 
и другим способом, исходя из определения предельной круга. Вообще 
получение одного и того же результата различными путями — из¬ 
любленный прием Лобачевского; он его многократно использует 
в дальнейшем. 

В статье 12 Лобачевский вычисляет длины простейших кривых 
линий. Стремясь к краткости, он не приводит в этом сочинении 
определения длины кривой, но стоит на той же точке зрения (при¬ 
нятой и в настоящее время), которую ввел еще в «Обозрении 1» и 
осуществил в учебнике «Геометрия» 2 ). В сочинении «О началах гео¬ 
метрии» перед изложением этого же материала неевклидовой геомет¬ 
рии Лобачевский говорит: 

«Кривая линия не может быть составлена из прямых, а по¬ 
тому измерение кривой помощию прямой дает только условную 
величину, за которую обыкновенно принимают границу прибли¬ 
жения, когда соединяют прямыми точки на кривой, ближе и 
ближе друг от друга взятые. Легко видеть, какая цель предпо¬ 
ложена с таким исчислением. Кривые линии измеряются на 
самом деле помощию цепи, которая, почитают, тем вернее опре¬ 
деляет величину кривой, чем звенья менее; так что гибкая нить 
дает уже эту величину без приметной погрешности. Надобно, 


!) В геометрии Лобачевского перпендикуляры МЖ и МР на оси ОХ и ОУ 
(проведенную под прямым углом к ОХ :; черт. 48) образуют вместе с обеими 
осями четырехугольник ОЖМР, не являющийся У, 
прямоугольником; у него угол при вершине М 
острый, а противоположные стороны не равны (эта 
фигура, называемая в настоящее время трипряио- 
угольшком , будет рассмотрена Лобачевским в следую¬ 
щих главах). Это обстоятельство и создает неравно¬ 
правие координат, вводимых Лобачевским. Можно, 
конечно, рассматривать в качестве координат точки М 
отрезки ОЖ и ОР, но это — уже другая система 
координат. Об этом см. В. Ф. Каган, Основания геометрии, т. I, М.—Л., 1949, 
стр. 327. 

2) См. стр. 35 и 80 этой книги. 



У 

Черт. 48. 
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следовательно, доказывать только, что граница приближения 
существует; потом показать, каким образом ее отыскивать» *). 

Применяя метод интегрирования в элементарной форме, анало¬ 
гично тому, какой он применял в учебнике «Геометрия» 2 ), Лобачев¬ 
ский получает для длины окружности радиуса г выражение 2тг сі;^ П (г), 
а для длины дуги предельной круга с высотой у 3 ) — формулу 
$ = с1^П(?/) (22). Наконец, он получает длину той же дуги по ее 
тангенциальному протяжению і — функцию Ь(^), введенную еще 
в главе III 4 ): 


8 = Ь (і) = сов П ( і ). 


[22а] 


сочинения «О началах 


Статья 13 посвящена уравнению прямой линии. В отличие от 

геометрии» Лобачевский начинает прямо 
с прямой общего положения, предупредив 
читателя о том, что это уравнение «довольно 
сложно». Он определяет положение прямой 
на плоскости двумя параметрами, напоми¬ 
нающими параметры известного «уравнения 
прямой с угловым коэффициентом» в ана¬ 
литической геометрии евклидовой пло¬ 
скости (у = кх -)-&). Проведя через начало О 



Черт. 49. 


перпендикуляр к оси ОХ, он за первый параметр принимает отре¬ 
зок а , а за второй — угол Ь на черт. 49 б ). После громоздких выкла¬ 
док он получает «довольно сложное» уравнение (23) этой кривой. 

Уравнение очень упрощается в двух частных случаях: когда дан¬ 
ная прямая параллельна оси ОХ (в смысле Лобачевского) и когда 
она проходит через начало координат. В первом случае Ь = П(а), 
и уравнение (23) переходит в (24), а во втором а = 0 и оно перехо¬ 
дит в (24а), «что согласуется с уравнением (10)», ранее полученным 
Лобачевским, — этим замечанием он заканчивает главу. 

Попутно, выведя уравнение (24), Лобачевский получает из него 
очень важный результат. Он проводит две дуги предельных линий 
(черт. 23 текста Лобачевского), для которых отрезки а л у являются 
тангенциальными протяжениями. Подставляя в уравнение (24) длины 


*) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 213. 

2) См. стр. 83—84 этой .книги. 

. ?)- О высоте предельной линии см. примечание [2 ? 0]. 

4 ) Стр. 338 этой книги. 

б ) При этом предполагается, что прямая пересекает указанный перпендику¬ 
ляр, Фактически Лобачевский начинает с того, что выбирает на данной прямой 
некоторую точку, опускает из нее перпендикуляр на ось абсцисс и основание 
этого перпендикуляра принимает за начало координат. 
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этих дуг, найденные выше: $ = со8ІІ(а), $' = С08ІІ (у), Лобачевский 
получает, что 

8 / = зе~ х . 

Но выше, в главе II, было найдено, что 

з' = зЕ~ х . 

Следовательно, введенное ранее число Е равно е, т. е. основанию 
натуральных логарифмов. 

Это — результат, которого не было в «Геометрических исследова¬ 
ниях». Но Лобачевский вполне сознавал равенство обеих постоянных 
еще в 1829 году — это видно из сопоставления формул (12) и (36) 
сочинения «О началах геометрии» х ). 


[ 267 ] Первое из этих уравнений есть уравнение (11) (а, Ь и с за¬ 
менены соответственно на х* у и 2а). Второе и третье уравнения 
представляют собой первое из уравнений (10) [а, А и В заменены 
для второго уравнения на х , П (а )—П (у) и П (г/), а для третьего — 
на у , П {а) и П (а )—П (?/)]. Формула (21) получается заменой 
8Іп [П (а) — П (у)] на зіп П (а) соз П (у )—соз П (а) 8Іп П (у), а следую¬ 


щая за ней формула- 
формуле сложения 1 2 ). 


■заменой зіп П (2а) на 


зіп 2 П (а) 

1 + сов2П(а) 


по первой 


на 


Разделив числитель и знаменатель дроби 

^ 2 п , а х г 1 + соз^ П (а) 

С08 2 П(а), приводим ее к виду 2Г[Г^п(а) ’ Заменяя же ^П(а) через 
2%П(?/), получаем выражение, приведенное в тексте. 


[2в9] 2 соз 2 у П ( х') = 1 соз п {х') = 1 + зіп П ( х ), [напоминаем, что 
П(*')=5-П (ж)] и, стало быть, вследствие предыдущей формулы 
получаем выражение, приведенное в тексте. 


[ 270 ] Этот перпендикуляр в настоящее время обыкновенно назы¬ 
вают высотой предельной дуги. 


[ 271 ] Напоминаем, что для малого х (см. стр. 164) с1^П(х)=х. 

[ 272 ] Лобачевский определяет длину предельной дуги по ее тан¬ 
генциальному протяжению (см. примечание [ 242 ]. В этом же приме¬ 
чании разъяснена вводимая Лобачевским функция Ь{1), о которой 
говорится дальше). 

[ 2 ‘ 3 ] То есть выражая (применительно к черт. 21 текста Лобачев¬ 
ского), что 

зіпАВО * П ( ОА) = зіп В АО > П (АВ). 


1 ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 205 и 219. 

2 ) В формуле для зіп П (х -(- у) на : стр. 158 этой книги полагаем х = у = а . 
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Г 274 ] Согласно «формуле сложения» на стр. 158 для %П(х-| -у)> 

полагая в ней х = у = с. 

2 

[ 276 ] Формула (22) выражает длину предельной дуги через ее вы¬ 
соту: ^ = с%П (?/). Но в прямоугольном треугольнике ОЕБ (черт. 21 
текста Лобачевского) 

<%П (у) = сі&П (I) 8ІпП ( і ) = СОЗ П {і) ) 

так что 8 = созТІ (і). К тому же результату приводит и предыдущая 
формула текста. В самом деле, половина ОС дуги ОА имеет высоту 

ОВ = у с, а потому дуга ОС = сі% П ^у , а дуга 5 = 2 с% П ^-0, 
т. е. согласно предыдущей формуле равна созП(^). 

[ 276 ] Первые три из уравнений [22Ъ] легко получаются из преды¬ 
дущих, последние два просто повторяют предыдущие. Следующая 
формула текста Лобачевского получается заменой: 

А С Ъ а 

>1 >1 

В — X у —А г у 

[ 27Ѵ ] Умножая в предыдущей дроби числитель и знаменатель на 
(В — X), приводим ее к виду 

_ соз П (г) (В — X) _ 

соз А зіп П (г) 8Іп А (Ь — X) * 

Заменив здесь (В — X) через , а віп П (г) — через 

8ІпП (ж) зіпП (а), получаем выражение, данное в тексте. 

Далее Лобачевский использует, формулу 

X = П (а) соз П (х ). 

[ 278 ] Подробнее: заменяем в предыдущем выражении сое А через 
008 П (ж) . _ ___ Ьё П (ж) соз П ( а ) соз П (ж) __ зіп П (х) соз П (а) 

соз П (г) 9 ^ соз П (г) соз П (г) ’ 

а сое 2 П (г) — через 1 — зіп 2 П (г) = 1 — зіп 2 П ( х ) зіп 2 П (а). Затем после 
преобразований получаем выражение, данное в тексте. 

Формула (23) и представляет собой уравнение прямой. Сравни¬ 
тельная сложность этого уравнения имеет тот источник, что Лобачев¬ 
ский пользуется декартовыми координатами, которые в гиперболиче¬ 
ской плоскости менее приспособлены^ для аналитической геометрии, 
чем в евклидовой. В так называемых бельтрамиевых координатах 
прямая выражается простым линейным уравнением, очень сходным 
с нормальным уравнением прямой в евклидовой плоскости *). 


*) См. В. Ф. Каган, Основания геометрии, ч. I, М.—Л., 1949, стр. 333. 
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В сочинении «О началах геометрии» Лобачевский получил уравне¬ 
ние (23) иным путем 1 ). Оба вывода заключатся в установлении соотно¬ 
шения между сторонами а , х, у и углом Ь в четырехугольнике с двумя 
прямыми углами при стороне х. Н. М. Несторович в статье «О фигурах- 
двойниках в пространстве Лобачевского и применении их к решению 
геометрических задач на построение» 2 ) дает все соотношения, связы¬ 
вающие четыре элемента такого четырехугольника. Формула (23) 
фигурирует у Несторовича под номером XII. 

Г 279 ] Равенство [23а] можно на основании [22а] представить 
в виде 

С08 П (У) = — - ^•Д(^ аП(а;)1 = 003 П (*> ** І П <*> = 008 П в “* 

[280] Дальнейшие формулы вытекают из [22а] и (24). 

[ 281 ] По поводу этого важного результата см. заключительную 
часть вводного примечания к этой главе (стр. 344—345). 

[ 282 ] Заметим, что последнее уравнение не совпадает ни с одним 
из уравнений (10). Оно следует из уравнения [22ѣ]. 

VII. Уравнения, связывающие элементы четырехугольника 
с тремя прямыми углами, и их применения 

Результаты предыдущей главы были основаны, главным образом, 
на уравнениях, связывающих стороны и углы треугольника. Даль¬ 
нейшие важные результаты будут основаны 
на уравнениях, относящихся к трипрямоуголь - 
нику —так по предложению Д. Д. Мордухай- 
Болтовского 3 ) называется четырехугольник 
в плоскости Лобачевского, у которого три угла 
прямые (черт. 50); четвертый его угол <р должен 
быть острым 4 ). Две его стороны х и у, к ко¬ 
торым прилежат только прямые углы, назы¬ 
ваются обычно основаниями , а две другие стороны а и с — высотами 
трипрямоугольника . 

1) Н. И. Лобачевский, Поли, собр, соч., т. I, стр. 212, формула (24). 

2 ) «Ученые записки НИИ мат. и физ. при Ростовском Гос. ун-те», т. III, 1939. 

3 ) Д. Д. М о р д у х а й-Б олтовской, О геометрических построениях в про¬ 
странстве Лобачевского. Сборник «Іп шетогіаш N. I. ЬоЪаізсІіеѵзку», П, Ка¬ 
зань, 1927. 

4 ) Сумма всех четырех углов плоского выпуклого четырехугольника всегда 
< 2тс, так как диагональю он разбивается на два треугольника, а сумма углов 
каждого из них 
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Глава VII состоит из двух статей: 14 и 15. 

В статье 14 выводятся два основных соотношения (25) и (26) между 
элементами трипрямоуголъника 1 ). Статья заканчивается замечатель¬ 
ным выводом из уравнения (26): трипрямоугольник существует, если 
П (а) < ср < т. е., согласно определению угла параллельности, если 
противоположные стороны х и с расходятся. Следовательно, две рас - 
ходягциеся прямые ( х и с) имеют общий перпендикуляр (?/). 

Этот факт, характерный для геометрии Лобачевского, не приво¬ 
дится в «Геометрических исследованиях». Но Лобачевский знал о нем 
задолго до написания «Пангеометрии» — он установил его тем же 
методом еще в сочинении «О началах геометрии» и формулировал 
следующими словами: 

«Итак, две прямые в плоскости должны быть или сходящи¬ 
мися, или параллельными, или перпендикулами к одной» 2 ). 

В статье 15 дано два применения полученных формул к аналити¬ 
ческой геометрии. Первое применение состоит в упрощении уравне¬ 
ния прямой, расходящейся с осью ОХ, если 
за начало О взять основание общего перпен¬ 
дикуляра к этим прямым (черт. 51). Урав¬ 
нение принимает простой вид (27). 

Другим применением является важная 
формула аналитической геометрии — рас¬ 
стояние г между двумя точками М (х, у) и М г (х', у '). Оно выражается 
неявной формулой (черт. 27 текста Лобачевского): 

8ІП И (г) = 8ІП П О У ' — Ух) 8ІП П (?), 

где Ух и у определяются из уравнений сое П (у х ) = созП {у) *8ІпП (Ах),, 
сое П (Ах) = сов П (?) • зіп П (Уі)- Эта формула будет использована в. 
следующей главе для определения линейного элемента в плоскости 
Лобачевского. 

[283] «Соединение» состоит в почленном делении одного равенства 
на другое. 

1) Еще в со чин е нии «О началах геометрии» Лобачевский показал, что ка¬ 
ждому трипрямоугольнику с основаниями х и у и высотами а и с и острым углом. 

= П (Ъ) сопутствует прямоугольный треугольник с катетами х и 5', гипотену¬ 
зой е и острыми углами П (а) и П (у г ) и обратно. (Штрихами обозначены допол¬ 
нительные отрезки, см. стр. 310 этой книги.) Таким образом, уравнения, связы¬ 
вающие стороны и угол трипрямоугольника, могут быть получены непосред¬ 
ственно из уравнений прямоугольного треугольника. (См. Н. И. Лобачевский^ 
т. I, стр. 210—211, черт. 10 и 11 и примечания [ 30 — 4і] на С тр. 289—290 первого- 
тома.) В «Пангеометрии» Лобачевский дает несколько кропотливый, но незави¬ 
симый вывод этих уравнений. 

2) Н. И. Лобачевский, Поли, собр. соч., т. I, стр. 211. 



Черт. 51. 
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[’ 284 ] На основании вывода, сделанного в предыдущей статье из 
формулы (26). 

[ 28 б] в формуле (25), примененной к черт. 25 текста Лобачевского> 
у есть общий перпендикуляр к двум сторонам четырехугольника;, 
теперь он заменяется отрезком &, а противолежащая ему сторона а на 
черт. 25 заменяется отрезком I. 

ѴІП. Вычисление длины дуги плоской кривой 

В главе VI уже применялось интегрирование (элементарными 
приемами) для вычисления длины окружности и дуги предельной 
линии. В настоящей главе эти же формулы будут получены общим 
путем, который можно применить для любой кривой, заданной своим 
уравнением. По существу, этот способ ничем неотличается от общего 
метода интегрирования линейного элемента (дифференциала дуги) 
в декартовых и полярных координатах, но теперь известные формулы 
евклидовой геометрии <1з = йх 2 -\-<Лу 2 и йз = ]/” сіг 2 г 2 сіу 2 заме¬ 

няются несколько более сложными. 

Лобачевский сначала выводит формулу [А] для линейного элемента 
в декартовых координатах и применяет ее для предельной линии, 
тогда общая формула [А] переходит в [А']; интегрированием послед¬ 
ней получается уже известная читателю формула (20) длины дуги 
предельной линии. 

Затем он вводит полярные координаты, определяя их совершенна 
так же, как и в евклидовой геометрии, и получает выражение [В] 
для линейного элемента в полярных координатах. Применяя ее для 
окружности радиуса г, он находит известную формулу для ее длины 
2тг с% П (г). 

В заключение Лобачевский из последней формулы изящным гео¬ 
метрическим приемом снова получает формулу (20). 

Хотя глава ѴІН очень небольшая (состоит всего из одной ста¬ 
тьи 16), она интересна во многих отношениях. 

Во-первых, здесь выведены важные формулы [А] и [В]; попутна 
получена часто применяемая в дальнейшем формула для дифферен¬ 
циала функции Лобачевского П (х) : 

гЩ (х) = — 8Іп П (х) йх. (I) 

Во-вторых, здесь впервые проводятся интегральные вычисления 
общим методом различными способами и результаты сравниваются 
между собой. В дальнейшем Лобачевский широко использует этот- 
прием для проверки результатов и нахождения значений некоторых 
определенных интегралов. 
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Весь материал этой главы Лобачевский поместил также в своем 
первом сочинении «О началах геометрии» 1 ). 


[286] Проведем подробно вывод важной формулы [А] — линейного 
элемента в декартовых координатах. 

В конце предыдущей главы была установлена формула для рас¬ 
стояния г между двумя точками М(х, у) и М'(х', у '): 

зіпП (г) = зіпП {у* — у х ) • 8 ІП П (д), (1) 

где Ух и д— отрезки, связанные с у и Ах равенствами 

созП (Ух) = созП (у) • зіпП (Аж) и созП (Ах) = созП (д) • зіпП {у х ). (2) 

Полагая Ах, д, г и у' — у у бесконечно малыми, ограничимся в фор¬ 
мулах (1) и (2) малыми низшего порядка, пользуясь известными 
формулами зіпП(а)яа1 —у, созП (а) «а. Формула (1) дает 

1 — у = (і — (і — у-) или г 3 = (у' — 2/ г ) а +3 9 , 

а формулы (2): 

сов П (Ух) « С 08 П {у ), Ах = д • 8ІП П (г/ г ) 

или 

Ух^у, Ах^д зіпП («/), 

откуда 

или, в других обозначениях, 

[287] Это — уравнение [20а] на стр. 167; предельная линия отне¬ 
сена к началу и к начальной оси (см. черт. 18 текста Лобачевского). 


[ 288 ] Дифференцируя основное соотношение % П (х) = ег«*; полу¬ 


чаем: 


Заменяя здесь е~ х 


или 


ДД Ф- = -е-»Лх. 

2 С08 2 П (х) 

через %~П(х), получаем: 

_ (Ш (х) _ _ _ 

2 8ІП -І- П (х) С 08 -І- П (х) 

бЩ (х) = — 8ІП П (а?) <2х. 


9 


1) Н. И. Лобачевский, Поли. соб. соч., т. I, стр^ 217—219. 
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Эта формула для дифференциала функции П ( х) в дальнейшем 
применяется многократно. 


[ 289 ] Заменяя в формуле 

д, 8 2 = йу 2 -\- 


йх% 

8Іп 2 П (; у) 


ау через найденное выражение 8ІпП ^^Гп (у) 


получаем: 


, 2 _ йх% Г е~ 2х . 

5 зіп 2 П (у) |_ сое 2 П (у) ' 


Заменяя здесь 8Іп’ 3 П (у) через е~ 2х , получим выражение [А'], данное 
в тексте. 

[* 390 ] Выражение (27а) пишем в виде 

[С08 Ср С08 П (г) (Іу -)- 8ІП ср СІГ ] С08 П (; у ) . 

8ІП ср С08 П(г) 

но из предыдущей формулы имеем: 

, гг / \ П (Г) тт / \ зіп <Р 

%П (»)=- *-;. Л , соз п (у) — . ; =• , 

81П ср У 8 ІИ 2 ср -у П (Г) 

а потому 

008 П (у) _ _1_ _ _1_ 

8ІП ср С08 П(г) С08 П (г) У 8ІП 2 ср І§ 2 П (г) У 8ІП 2 ср С08 2 П (г) 8ІП 2 П ( Г ) * 

что и дает выражение, приведенное в тексте. 

[* 391 ] Собственно, третье из уравнений (10), в котором полагаем 
с = г, а = х, В = ср. 

[ 292 ] Равенство (27Ъ) в дифференциалах дает 

7 _ 8ІП П (г) [8ІП П (г) С08 ср йг — 8ІП ср П (г) Жр] 

аХ ~~ 8ІП 2 П (ж) • 

Отсюда, принимая во внимание, что зіп П (г) = зіп П (х) 8Іп п (У), 
получаем: 

СІХ _ С 08 ср 8ІП П (г) (ІГ — 8ІП ср П (г) с2ср 

8ІпП ( у ) зіп П (а?) 

Заменяя же зіп П (х) в силу предыдущего равенства через 
/г — соз 2 ср соз' 3 П (г), получаем выражение, приведенное в тексте. 
Прибавляя к квадрату этого выражения йу 2 из уравнения (27а), по¬ 
лучаем также следующую формулу текста. 


IX. Вычисление площадей плоских фигур 

В предыдущих главах на ряде примеров было отмечено, что Лоба- 
.чевский стремится вычислять одну и ту же величину различными 
средствами. Особенно характерна в этом отношении настоящая глава, 
посвященная вычислению площадей при помощи интегрирования 

23 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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различными путями. Здесь Лобачевский показывает неистощимую 
изобретательность и искусство, которыми проникнуты его сочинения 
«О началах геометрии», «Воображаемая геометрия» и «Применение 
воображаемой геометрии к некоторым интегралам». Особенно пора¬ 
жаешься тому, что Лобачевский свое последнее произведение «Пангео¬ 
метрия» составил уже совершенно слепым, диктуя его своим ученикам: 
и производя сложнейшие вычисления в уме. Он не ограничивается при 
этом простым пересказом своих старых вычислений, а делает многие 
из них заново, творчески перерабатывает весь материал сочинения,, 
придумывает существенно новые способы, которых не было раньше. 

Глава состоит из трех статей: 17, 18 и 19. Содержание их сле¬ 
дующее. 

Цель статьи 17—установить, что площадь 8 многоугольника про¬ 
порциональна его угловому дефекту, т. е. разности (п — 2) тг — X,. 
где 2 — сумма всех углов многоугольника. Коэффициент пропорцио¬ 
нальности зависит от единицы измерения площади; Лобачевский сна¬ 
чала исходит из единицы, фиксированной еще в главе II (ст. 3), ш> 
затем заменяет ее такой, чтобы коэффициент пропорциональности 
стал равен единице; тогда 8 = (п — 2) тг — X. 

Эта важная теорема, аналогичная известной теореме геометрии на 
сфере 1 ), была установлена Лобачевским еще в сочинении «О началах 

геометрии» 2 ) элементарными средствами. 
В «Пангеометрии» он доказывает ее для 
прямоугольного треугольника следующим 
способом. 

Сначала дается прием вычисления пло¬ 
щади плоской фигуры разбивкой ее на эле¬ 
ментарные полосы серией «параллельных» предельных линий и инте¬ 
грированием полученных элементов (черт. 30 текста Лобачевского). 
В полученной формуле [а] дуги, 5 предельных линий выражаются 
через их высоты у , и «кривые» элементы 
площади заменяются вертикальными 
«столбцами» (черт. 52). Получается важ¬ 
ная формула для элемента длины [Ъ], 
в которой позже Лобачевский отбросил 
постоянный множитель, изменив единицу 
измерения (формула 27(1). Эту формулу 
он применяет к фигуре I (черт. 53), огра¬ 
ниченной предельной линией, ее высотой и отрезком оси. Но раньше,, 
в статье 3, была получена формула для всей площади I —|- II между 



Черт. 53. 



1) См. стр. 112 и 138 этой книги. 

2) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. еоч., т. I, стр. 219—221. 
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дугой предельной линии и ее осями в крайних точках; вычитанием 
Лобачевский получает простую формулу для площади II (в соответ¬ 
ствующих единицах): 

Яп = у — А. 

Площадь прямоугольного треугольника АВС (черт. 54) рассматри¬ 
вается как сумма и разность площадей трех [удП“- л ! 

фигур типа II: ІД/ 


8АВс = За'асс' + 8с впп г — 8 А г А ві) г = 

= [1-и+")]+[1— »]-[!-«] 

= $ — А — В = ±-(А + В). 


В 

Черт. 54. 


Теорема доказана; случай любого многоугольника легко сводится 
к рассмотренному. В частности, площадь трипрямоугольника равна 


/те , те , те , \ 7і 

дт 4- у + 2 + “ ) — т ~ 


где (о —его острый угол. Этот результат используется в следую¬ 
щей статье. 

В статье 18 площадь трипрямоугольника вычисляется общим ме¬ 
тодом интегрирования по формуле (27(1), в которой переменная орди¬ 
ната у выражается через абсциссу х из упрощенного уравнения пря¬ 
мой линии (27), выведенного в главе VII. Лобачевский приравнивает 
полученный интеграл величине ~ ш и получает, таким образом у 

значение этого интеграла. Его можно 
проверить дифференцированием; Лоба¬ 
чевский отмечает совпадение обоих 
результатов. 

Он пытается обобщить результату 
полученный для прямой линии, и на 
произвольную кривую, но делает это 
неудачно (см. примечание [ зсб ]). 

Черт. 55. Черт. 56. Далее Лобачевский применяет ре¬ 

зультат, полученный в предыдущей 
статье (выражение площади треугольника через его углы), к вырожден¬ 
ному треугольнику (черт. 55), ограниченному конечным отрезком 
и двумя параллельными лучами, исходящими из его концов. Эта 
площадь равна те — а—,3; она используется следующим образом. 

Площадь между кривой и осью х разбивается на элементарные 
полосы пучком параллельных прямых, начиная с перпендикуляра 
к оси х (черт. 56); каждый элемент площади имеет вид фигуры, изобра- 



23* 
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женной на.черт. 55. Это приводит Лобачевского к новому виду эле¬ 
мента площади [27 е], который будет использован в следующей статье. 

В заключение Лобачевский применяет формулу [27<1] для вычи¬ 
сления площади круга. Он находит для нее выражение 

Я = 2тс { * 7 , -1 } 

I 81 П П (г) I 

и отмечает: 

«Если г чрезвычайно мало, то это выражение дает площадь 
круга = тс г 2 , то же самое выражение, которое обыкновенно 
дается для площади круга в Геометрии». 

В статье 19 Лобачевский получает элемент площади в полярных 
координатах, заменяя, как мы обычно делаем, площадь сектора кри¬ 
вой площадью кругового сектора с центральным углом ^ср. Полу¬ 
чается формула [271], которая применяется для вычисления площади 
треугольника (полюс помещается в одну из вершин, а полярная ось 
направляется по стороне треугольника). Полученный результат дает 
довольно сложный интеграл, который должен быть равен тс —А — В — С. 
В случае В = ~ интеграл упрощается, его можно вычислить эле¬ 
ментарно, и в результате получается одно из основных соотношений 
для прямоугольного треугольника. Этим создается уверенность в пра^ 
вильности общей формулы для косоугольного треугольника, и Лоба¬ 
чевский отмечает очень важный для него результат: 

«Два значения для той же площади, будучи необходимо рав¬ 
ными, доставляют способ вычислять определенные интегралы, ко¬ 
торых значение было бы затруднительно найти другим образом». 

Глава заканчивается еще двумя примерами: вычисляется площадь 
прямоугольного треугольника разбиением на элементы типа черт. 52 
и косоугольного треугольника — на элементы типа черт. 56 (черт. 36 
и 37 текста Лобачевского). Получаются еще два значения сложных 
интегралов. Второй из них сводится к одному из основных соот¬ 
ношений для косоугольного треугольника [формула (19)], найденному 
Лобачевским раньше. 

Глава дает отчетливое представление об интегральных вычисле¬ 
ниях Лобачевского в декартовых и полярных координатах. Но этими 
координатами Лобачевский не ограничивается. 

[* 293 ] К этой формуле Лобачевский приходит следующим образом. 
Если проведем прямую ЖХ 1 , параллельную МХ (черт. 30 текста 
Лобачевского), то площадь, ограниченная дугой $ и параллелями МХ 
и XX і, согласно формуле на стр. 144 равна ——т-• Если через X" 
обозначим точку пересечения прямой ХХ г с дугой М'Х', то площадь, 
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ограниченная теми же параллелями и дугой М'В" (= з'), равна —— х 
(напомним, что Е = е)\ следовательно, площадь МШ$"М' равна 
е ( 8 —V) ^ Но согласно формуле на стр. 143 з'= 8е~ ах -, поэтому пло- 

б 1 

щадь МЕТЯ"М' равна (пренебрегаем высшими степенями Ах) . 

‘* а, ) = 'СТ* 

Эта площадь отличается от площади МЕЕ'М' на бесконечно малую 
не ниже 2-го порядка. 

К тому же результату можно придти проще, если полосу разделить 
на элементы прямыми, параллельными оси абсцисс (черт. 57). Площадь 
каждого элемента можно рас¬ 
сматривать в пределах точ¬ 
ности, которой Лобачевский 
придерживается, как прямо¬ 
угольник и считать (по фор¬ 
муле евклидовой геометрии) 
равной Аз Ах, а потому пло¬ 
щадь всей полосы равна зАх. 

Она отличается от формулы, 
данной в тексте, тем, что отброшен постоянный множитель • Это 

обусловливается тем, что единица площади, при которой площадь 
бесконечно малого треугольника можно выражать по формуле евкли- 
довой.геометрии, отличается от той единицы, в которой здесь выражена 
площадь АЗ, множителем • Лобачевский так это и отмечает ниже, 

в формуле [27с] на стр. 182, хотя он этого не оговаривает. 

[ ш ] Выражение длины дуги предельной линии через ее высоту 
[формула (22) на стр. 169]. 

[29б] формула [20а] на стр. 166. Речь идет о вычислении площади 
АВС на черт. 31 текста Лобачевского. 

[296] Дифференцируя предыдущее уравнение, получаем: 
сое П (у) <1 П (у) = — е~ х Ах. 

А так как в данном случае А П (у) = — зіп П (у) Ау = — е~ х Ау, то 

Ах = сов П (у) Ау. 

Это приводит к выражению, данному в тексте. 

[’ 297 ] Заменяя Ау через-’ пол У ч:аем: 

(.)«(,)- 7^ Г {іЕПГ§)-' п <'’>Ь 
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а потому 

ь^^пм+п^)];, 

что и приводит к результату, данному в тексте и выражающему 
площадь АВС. 

[ 298 ] См. формулу на стр. 144 и примечание [ 238 ] к ней. Речь идет 
о площади А'АВВ' на черт. 4 текста Лобачевского (стр. 145). 

[299] Вычитаем из последней формулы предыдущую и отбрасываем 

множитель как это выяснено в примечании [ 294 ]. Эта формула, 

таким образом, выражает площадь ХСВХ 1 на черт. 31 текста Лоба¬ 
чевского. 


[ 30 °] На черт. 32 текста Лобачевского / ял А'АС =П (Ь)= П (а)-)-П (с-)-^). 


[8°і] р ечь идет о трипрямоугольнике, рассмотренном в главе VII. 
Следует иметь в виду, что на черт. 33 и 25 текста Лобачевского обо¬ 
значения а и у переставлены; поэтому формула (25) теперь имеет вид. 

С08 П (а) = С08 п (у) • 8 ІП П (ж). 


Угол ср черт. 25 теперь обозначается через о>, так что формула (26) 
будет такой: 




*еп (У) 
С 08 Щх) ■ 


[ 302 ] Выше (стр. 181) была получена формула <3,8 = 
отбрасываем (см. примечание [ 293 ]). 


е (іх с% П (у) 


Множитель 


е — 1 


роз] ц 3 предыдущей формулы получаем: 


п (у) 


С08 П (у) 
7? — С08 2 П (у) 


_ С 08 П(а) _ 

У 8Іп 2 П (ж) — сое 2 П (а) 


[304] Если ПОЛОЖИМ П (ж) = 5, то 
д,\ = (Ш (ж) — — зіп П (ж) сіх = — зіп $ (іх ; 

Это дает для формулы (М): 

1 х 

— Л — О) п 

2 _ (іх __ 

Л У 8ІП" П (х) — сое 2 а 


(ІХ = — 


Л6 

8ІП П (ж) 


(К 

8ІП$ * 


5 



_ (К _ 

8ІП $ У зіп 2 $ — С08 2 а 


_«_ 

8ІП 8 У зіп 2 а — С08 2 ? 


С08 а 
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[30&] Далее в подлинном тексте Лобачевского идет следующий 
абзац: 

«Пусть требуется найти 

^ А йх, 

где А —данная функция от х. Чтобы отыскать значение этого 
интеграла, надобно положить Л = со1§'П (г/), потом определять 
•значения у', у", у'", . . ., которые отвечают х', х", х'", . . ., взятых 
произвольно между границ интегрирования, после чего надобно 
вычислять длину хорд, которыми соединяются вершины у' с у ", 
у" с 2 /'", и угол, который каждая хорда делает с продолжением 
следующей хорды. Сумма этих углов дает приближенное значе¬ 
ние интеграла». 

Это рассуждение содержит ошибку и поэтому в тексте настоящего 
издания не помещено. Ошибка разъяснена в книге: Н. И. Лобачев- 
окий, Поли. собр. соч., т. III, стр. 530—532, примечание [ и ]. 

[306] Речь идет о вычислении площади между кривой линией 
на черт. 34 текста Лобачевского и осью ОХ. 


[ і0 ‘] Согласно формуле (27с). Площадь О'ОММ' равна — П(#)> 
площадь О' 0М Х М[ равна ^ — П (х <іх) = ^ — П (х) — (Ш (х ). Поэтому 

площадь М'ММ Х М[ равна — ЛИ (х); знак минус объясняется тем, что 
4Л{х) имеет отрицательное значение (при Лх^> 0). 

[ й08 ] Площадь м'ММ г М [ можно с обычной степенью точности заме¬ 
нить площадью М МРМ і, где МР — предельная дуга ($) осей ММ' 
и М г М[. Точно так же площадь М?2Ш х Мх можно заменить пло¬ 
щадью М КР Х М і* Отношение этих площадей равно 5 : з' или согласно 
формуле на стр. 143 равно е и . 

[309] Из уравнения круга віп П (#) зіп П (у) = зіп П (г) имеем: 


С%ПЫ = ГзшЧ1( Ж )-в^П(г) 

' 81П П (г) 

Представим Л8 = Лхсі%П (у) в виде разности двух дробей: 


Л8 = - 


зіп 2 П ( х ) йх 


зіп П (г) д,х 


8ІП П (г) У С 08 2 П (г) — С 08 2 П (х) У 8ІП 2 11 (х) 8ІП 2 Ц (г) * 

положим в первой из них соз П (#) == и, Л сое П (х) = зіп 2 П ( х) Лх = Ла % 

„ I іх 

а во второй, написав ее в виде • 


сі& П (ж) = ѵ , 


8 Іп П (х) У сі§ 2 П (г) — с і# 2 П (х) 9 
Лх 


8ІП II ( х ) 


= Лѵ. 
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Тогда 

, ~ йи йѵ 

(18 — *'•* г — г — . - • 

8 ІП П (г) У С08 2 П (г) — Ф У СІ § 2 П (г) — V 2 

Отсюда вытекает формула, данная в тексте. 

[310] Рассматривая точку А как начало полярных координат, а угол А 
как полярный угол. 

[ 311 ] Согласно приведенной выше формуле 

С 08 П (у) = С 08 П (г) С 08 В. 

Следовательно, учитывая найденное выражение для 8ІпП(?/), 

, тт / \ С08 п (г) С08 В С08 А 8ІП П (х) 

сіе П (у) =- У . ■■■■■ . 

4 7 У С08 2 А — С08 2 П {х) 

По приведенным выше формулам 

С08 П(г) С08 А = С08 П ( х ) , 8ІП П ( X ) С08 В = 8ІП А ; 


поэтому, как в тексте, 


С% п|(г/) = ■ 


8 ІП А С08 П (х) 


1 У С 08 2 А — С 08 2 П (г) 

[““] С помощью формулы д, П (ж) = — зіп П (х) йх . 

[313] 0 отрезком х [СМ], а не с осью ОХ. Этот угол ХМ С равен 
Ц{0М)=П{$ — а + х). 

[ 814 ] По формуле (27е) на стр. 185. 

[315] Последнее из уравнений (19) на стр. 164 с заменой обозначений: 

а-+и, Ъ-+х, С-*П(& — а — х). 

[316] Так как 

сое П (и) = ец + е _ а • 

[31.] формулы для 8 ІпП(х — у) и созП(х— у) на стр. 158. 


X, Предельные координаты 

В своих интегральных вычислениях Лобачевский не ограничивается 
декартовой и полярной системами координат. В начале предыдущей 
главы (стр. 181) он фактически пользовался системой координат (х, $)> 
в которой ординатами точки плоскости были дуги предельных линий* 
ортогональных к оси абсцисс. Это были предельные координаты 1 ), кото- 

*) Термина «предельные координаты » у Лобачевского нет. В настоящее время 
они называются орициклическими. См. В. Ф. Каган, Основания геометрии, ч. I* 
М. — Л., 1949, стр. 365. 
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рым посвящена статья 20 «Пангеометрии», составляющая эту не¬ 
большую главу. 

Предельные координаты вводятся не только на плоскости, но и 
в пространстве; Лобачевский обозначает их через $, % Си использует* 
в главе ХПІ (ст. 25). В ряде вычислений предельные координаты 
имеют преимущество перед декартовыми: на это Лобачевский указы¬ 
вает в самом начале главы (см. ниже, вычисление объемов). 

В этой статье Лобачевский дает определения предельных координат 
и вычисляет элемент площади на плоскости в этих координатах, а также 
выражения дифференциалов А%, А% дѣ через х , у ) г, Ах, Ау и Аг. 

В «Воображаемой геометрии» Лобачевский вводит и другие системы 
координат (называемые теперь бельтрамиевыми и эквидистантными ), на 
в «Пангеометрии» он о них не упоминает. 

Переходя от одной системы координат к другой, Лобачевский полу¬ 
чает для одной и той же величины различные интегральные выра¬ 
жения; это позволяет ему получать значения некоторых определенных 
интегралов или сводить их к более простым. В дальнейшем тексте 
«Пангеометрии» буд^т приведены некоторые примеры этого. 

[313] 0 ТО равенство получается из формулы [ 20 а]; в ней нужна 
заменить х на х —; (ср. черт. 18 и 38 текста Лобачевского). 


[ 319 ] ^ = ^- 9 поскольку Ах = А\ (с точностью до бесконечно малых 


Ах АЧ 

высшего порядка). Далее, из равенства ?]=сі&П (у) и. АН (у) 


8іпП (у} 


имеем: 

__ А П (у) __ Ау 

Ау 8Іп2П(2/) 8ІпП(й ’ 


откуда вытекает последняя формула. 

В примечании [ 296 ] было установлено, что А8 = сі&П (у) Ах. На 

А сіе П (у) 1 ѵ 

- {у) ’ чт0 соглас У ется с полученной формулой. 


[320] Через точку N проводим прямую 2ѴХ', параллельную оси ОХ, 
и плоскость МЖХ'. 


[ 821 ] Уравнение [20а] на стр. 166. 

[ 822 ] ч = рр х _ Ші . е і _ п (у) ■ е* — . Следующая фор- 

мула вытекает из формулы [20а], в которой у П {х) = е~ х ; заме¬ 
няем х через Х х 0 = х — $ — 

[823] 0р # примечание [ 319 ] ; 

^ _ ^с%П(у) __ АЩу) __ &у _ 

‘ 8ІП П (я) 8Іп2 п ( у) 8ІП П (г) 8ІП П (у) 8ІП П (г) 9 
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XI. Выражение площади треугольника через его стороны 

Эта глава имеет самостоятельный интерес; стоящую в ее названии 
вадачу было бы уместно решить значительно раньте, например 
в главе IX, посвященной площадям плоских фигур. Но Лобачевский 
рассматривает ее как вспомогательную, подготовительную к главе XII 
«Вычисление площади кривой поверхности». Этим объясняется место 
главы в сочинении. 

Цель Лобачевского высказана им в первых же строках главы: он 
стремится получить формулы для дифференциалов поверхностей и 
объемов. Тогда, говорит Лобачевский, будет достигнута полнота «новой 
теории под названием Пангеометрии, которая основана на началах 
более общих, нежели начала обыкновенной геометрии». Напомним, 
что более чем за 30 лет назад он начинал свой учебник «Геометрия» 
словами: «Часть чистой математики, в которой предписываются спо¬ 
собы измерять пространство, называется Геомешриею» - 1 ). 

Какая связь между этой задачей и площадью треугольника? Лоба¬ 
чевский предлагает применять для измерения площади кривой поверх¬ 
ности метод триангуляции. Он пользуется им дл$* самого определения 
величины поверхности: 

«Величина кривой поверхности измеряется суммою площадей 
треугольников, которые смыкаются в одну сплошную сеть и 
вершины которых лежат на поверхности; эта мера будет тем точ¬ 
нее, чем измеряемые треугольники менее» 2 ). 

Глава состоит из двух статей: 21 и 22. 

В начале статьи 21 Лобачевский снова выводит соотношение 
■с = зіп п (а) межд У бесконечно малыми противоположными сторонами 
трипрямоугольника. Оно уже было получено в начале главы VIII; 
деперь Лобачевский добавляет, что то же соотношение справедливо и 
для бесконечно тонкого четырехугольника Саккери. 

Затем он, искусно комбинируя «подстановку Лобачевского» с фор¬ 
мулами сложения, получает простую формулу для площади Д (точ¬ 
нее для прямоугольного треугольника по его сторонам. Разби- 

*) Стр. 33 этой книги. 

2 ) Следует заметить, что это определение, применяемое Лобачевским, с совре¬ 
менной точки зрения неправомерно: оно может привести при различном выборе 
треугольников к различным значениям площади одной и той же поверхности; 
более того, можно подобрать элементарные треугольники так, что искомая пло¬ 
щадь получит любое значение. См. об этом Г. М. Ф и х т е н г о л ь ц, Курс диф¬ 
ференциального и интегрального исчисления, т. III, Гостехиздат, 1949, стр. 305 
(пример Шварца). Однако у Лобачевского этот способ вычисления площади не 
приводит к ошибке. 
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вая произвольный треугольник внутренней высотой на два прямо¬ 
угольных, он находит площадь треугольника по его основанию и 
высоте. Обе формулы переходят в обычные формулы евклидовой гео¬ 
метрии, если стороны становятся бесконечно малыми. 

Статья 22 посвящена выводу одной формулы — выражению пло¬ 
щади произвольного треугольника через его стороны (аналог формулы 
Герона в евклидовой геометрии). При ее выводе Лобачевский снова 
показывает выдающуюся вычислительную технику, удивительную, 
-если учесть состояние, в каком он писал «Пангеометрию», Интересную 
формулу (А) Лобачевский получил в «Пангеометрии» впервые: в преж¬ 
них его сочинениях этой формулы еще нет. 

При попытке проверить справедливость этой формулы в евкли¬ 
довой геометрии при бесконечно малых сторонах Лобачевский допу¬ 
скает ошибку: вместо формулы (В) у него получилось явно неверное 
выражение *). На это впервые указал проф. Либман. В настоящем 
издании эта ошибка исправлена. 

[324] р ечь идет о трипрямоугольнике, изо¬ 
браженном на черт. 25 (стр. 173). 

[32б] Эта связь между бесконечно малыми 
противоположными сторонами трипрямоугольника 
была установлена в начале главы VIII (стр. 178). 

[323] Если?/ = а (четырехугольник Саккери, см. 
черт. 58), то соединяем середины отрезков сих 
и получаем трипрямоугольник; сторона-^ перпен¬ 
дикулярна к у и р, а сторона у перпендикулярна к р ; мы можем и 
в этом случае воспользоваться найденным соотношением (27'). 

[ 3 ‘ 27 ] См. конец статьи 4 на стр. 147. Эту подстановку 

а Ъ с а ,3 

>1 I * >1 1 

а а' р Ъ' с 

Лобачевский здесь выполняет несколько раз. 

|[ 398 ] См. формулы на стр. 157. 

[399] 2П (<*') = 2 П («)]=* — 2П(«), П (с — р) = и — П (?— с). 

[830] Выполняется та же подстановка Лобачевского. 



Черт. 58. 


!) См. примечание [ зз9 ]. 
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[ 881 ] формула Д = - П (а) —П (|3) для площади треугольника 

была выведена на стр. 183. Здесь получено очень любопытное выра¬ 
жение для этой площади прямоугольного треугольника; этого выра¬ 
жения Лобачевский в своих предыдущих работах не давал. 


[382] і^і-П (а'-\-Ь')=е-< а '+ ь ''і — е- а ' -е-»' = 


[333] По формуле 


:і »т(т-П(*))-<*І(т-П(Ь)). 


, 4 Д' + 4 Д" 

*І(Д'+Д') = 


1-^уЛ'-*§4 д "' 


[334] Полагая 8 = і 8 и е* = 1 —(— ос, получаем: 


1 о _ 2 Нс 

2 Ъ — 2 (2 + А)2 + 2 (1 + Л) ж (с — х) ’ 

отбрасывая в знаменателе бесконечно малые члены, получаем 8 = ^- 


[ЗЗб] По формуле для 8ІпП(6 + с) на стр. 158. 


[336] Перемножая последние два равенства и учитывая формулы 
для зіп П (6 —|— с) и 8ІпП(Ь — с) на стр. 158. 


[337] Это можно получить, перемножая найденные выражения для 
зіп А. , 8 ІпБ, 8Іп(7. 


Умножая и деля предыдущее выражение на 8 щ п (с) ~І~ 
лучим множитель 

ІІ ^ щ -1 =с^П(с), 

который со множителем і^ 2 П (с) дает произведение 1. 


по- 


[339] в подлинном тексте Лобачевского формулы [В] и [С] были 
даны в неверном виде: 

* іп т=тѴ Г а2+ Г +<;2 Ю и А = [С]. 

ХП. Вычисление площади кривой поверхности 

Эта глава состоит из двух статей: 23 и 24. Весь ее материал 
имеется в сочинении «О началах геометрии» х ). 

В статье 23 Лобачевский находит элемент объема кривой поверх¬ 
ности в декартовых координатах и применяет его к вычислению 


!) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 227—231. 
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поверхности шара. Опираясь ,на результаты предыдущей главы, он 
«начала находит площадь Л8 2 бесконечно малого треугольника по¬ 
верхности, имеющего специальное расположение вершин относи¬ 
тельно системы координат (на такие треугольники можно разбить 
всякую поверхность). Получается формула (29) для б2$ 2 . Затем Ло¬ 
бачевский умножает ее на 2 1 ) и получает поверхность бесконечно 
малого четырехугольника типа параллелограмма. Двойным интегри¬ 
рованием в нужных пределах можно найти площадь поверхности, 
заданной своим уравнением Р (х, у , г) = 0. 

Лобачевский применяет полученную формулу для определения 
поверхности шара, уравнение которого 

8ІП П (г) = 8ІП п (х) • 8ІП П (у) • 8ІП П (я). 

После несложных вычислений он находит сначала площадь сфери¬ 
ческого кольца, ограниченного двумя кругами (один из них — боль¬ 
шой), а затем и поверхность всей сферы. Она оказывается равной 
4ігсі^ 2 П(г) или к (е г — е“ г ) 2 ; для бесконечно малой сферы эта фор¬ 
мула переходит в известную формулу евклидовой геометрии. 

Статья 24 особенно интересна. Лобачевский определяет объем 
того же шара другим способом, вводя специальные координаты для 
точек сферы — угловые координаты и ср. Найденный выше элемент 
•объема пересчитывается в новых координатах по правилам инте¬ 
грального исчисления, и после очень сложных вычислений полу¬ 
чается новое выражение для поверхности сферы в виде двойного 
интеграла. Приравнивая его 4тгс^ 2 П(г), Лобачевский находит зна¬ 
чение этого интеграла. Его удается свести к одной квадратуре, 
и после дополнительных вычислений получается формула (31)—зна¬ 
чение определенного интеграла 

Г (е 2а * — 1) е х хсіх _ кВ 

і с* х + 2е* х сов 2В і- I —“ 4 зіп В 
о 

Это — тот самый определенный интеграл в сочинении «Вообра¬ 
жаемая геометрия», который Остроградский в своем отзыве считал 
неверным и над которым издевался анонимный рецензент в «Сыне 
Отечества» 3 ). 

Вычисления Лобачевского очень сложные; он дает только не¬ 
сколько промежуточных результатов как в сочинении «О началах 
геометрии», так и здесь. В примечании [ а48 ] восстановлены все про¬ 
пущенные Лобачевским вычисления и выяснено геометрическое 


*) Явно не оговаривая этого. 
2)# = П(Г). 

8 ) См. стр. 398 этой книги. 
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значение угловых координат ф и ф. Эта большая работа была прове¬ 
дена А. ГГ. Котельниковым в комментариях к сочинению «О началах 
геометрии». 

Статья 24 является ярким примером, характеризующим метод. 
Лобачевского для нахождения значений определенных интегралов, 
и показывает исключительное искусство, с которым он его применяет. 

[34°] Лобачевский потому так подробно поясняет значения коор¬ 
динат х , у , г, что в неевклидовой геометрии длина отрезка % (АА'} 
(черт. 42 текста Лобачевского) не совпадает с длиной его проекщш 
на ось 02, как это имеет место в евклидовой геометрии. Точно так 
же у ( А'Р ) не совпадает с проекцией отрезка А'Р на ось ОТ. 


[841] Три точки А, В, С Лобачевский выбирает не вполне произ¬ 
вольно. Взяв точку А (черт. 42 текста Лобачевского) произвольно* 
он выбирает точку В так, чтобы она имела ту же ординату у 
{В'0 = А'Р), а точку С так, чтобы она имела с А ту же абсциссу 

х ( ОР ). Так как всегда йх = ^ д,х-\--щ<1у, то для точки В йг = ^ &х, 
а для точки С д,г = щ-д,у. Через I обозначен отрезок А'В'. 


[342] На в'В откладываем отрезок В'Е = А'А-, тогда, как показано, 
ВЕ = ^ Их. В четырехугольнике АА'В'Е углы прті основании А В Г 

прямые, а боковые стороны А'А и В'Е равны ( г ). Поэтому в силу* 
соотношения (27') 

АЕ = А ' В ' — _ &Х 

зіп П (г) 8ІП П (у) 8ІП П (г) 8Іп П ( у ) зіп П (г) * 

[ 343 ] На С'С откладываем С'Е — А'Д = г. Тогда 


АР= ^ ^ 

8Іп П (г) зіп П (г) ’ 


йу - 


[344] д 3 прямоугольного треугольника С'А'В' имеем: 


С'В' 2 = А'С' 2 + А'В' 2 


йх* 

8Іп2 П {у) * 


Откладываем на С'С отрезок С'О = В'В. Тогда с тем же приближе 

нием ѲС = д,х. 

ох 

Далее, 


ЕС = ЕС — 00= %-йу -%-Лхі ВО= . . 7 ^— ,В'С'' 

оу ) и дх 5 81П II (О 



Из прямоугольного треугольника ВСС получаем для СВ 2 выражение., 
указанное в тексте. 
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[ 346 ] Уравнение сферы (черт. 59) имеет вид 

8ІП П (я) 8ІП П (у) 8ІП П (г) = зіп П (г) 1 ). 

Дифференцируя его последовательно по х и по у и учитывая, что 
Л П (х) =г. — 8ІП П (х) йх, Л П (у)- = — 8ІП П (у) сіу, 

получаем значения производных, данные в тексте. /, / А \ 


[346] Лобачевский удваивает значение бГ 2 8, по- у 

лученное из формулы (29), потому что он вписы- ^—— Іг~У 
вает в сферу не треугольники, а бесконечно малые Черт 59 

четырехугольники (которые можно считать парал¬ 
лелограммами). Формула в тексте получается следующим образом. 

Деля обе части уравнения (29) на 8Іп П (х) 8Іп П (у), получаем длц 
удвоенного значения второй производной выражение 

_ — _—_1_ уй (і) 

сі II (аз) сП 1 ( У ) зіп П (г) У ’ К }> 

где Л —выражение, стоящее под радикалом в формуле (29). Под- 

сІ2- сіг , ^ 

ставляя вместо и (сохраняем для частных производных обо¬ 
значения Лобачевского) найденные значения, получаем: 

_ соз 2 П ( X ) | соз 2 П (у) _I_1__ 

С 08 2 П (г) ' ЗІП 2 П (у) СОЗ 2 П (я) 8ІП 2 II (у) 8ІП 2 П (я) 

_ С 08 2 П ( X ) 8ІП 2 П ( у ) С08 2 П (у) I 8ІП 2 П ( X ) _ 

зіп 2 П (у) С08 2 П (г) ' зіп 2 П (г) 

_ С 03 2 П (ж) ЗІП 2 П (у) ЗІП 2 П (г) -|- С 08 2 П (у) 8ІП 2 П(г) + 8ІП 2 П(ж) 8ІП 2 П (у) С 08 2 Д(г) 

зіп 2 П (у) зіп 2 П (г) СОЗ 2 П (г) 

Выражая соз 2 П(ж), со8 2 П(?/) и со8’ 3 П(г) соответственно через ч 
зіп 2 П(ж), 8 Іп 2 П(2/) и зіп а П(г) и принимая во внимание, что 

зіп П (г) = 8ІП П (х) зіп П (у) зіп П (г), 

получаем после приведения подобных членов и умножения числи-, 
теля и знаменателя на 8Іп 2 П (х ): 

,, зіп 4 П (ж) зіп 2 П (у) соз 2 П (г) 

зіп 2 II (г) [зіп 2 П ( х ) зіп 2 П (у) — зіп 2 П (г)] ’ 

__ зіп 2 П (ж) зіп П (у) соз П (г) _ 

зіп П (г) У зіп 2 П (ж) зіп 2 II (у) — зіп 2 П (г) 

Подставляя это выражение в формулу (1), получаем: 

сР8 _ соз П (г) _ зіп 2 П (ж) зіп П ( у ) _ 

& П (ж) А П (у) ~ зіп 2 П (г) у зі п 2 п (ж) зіп 2 П (у) — зіп 2 П (г) * 

1) Так как зіп П (ж) зіп П (у) = зіп П ( О У); 8Іп П (ОУ ) зіп П (г) = зіп П (г). 
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[847] То есть от у = О |^ІІ (і/) = Д° наибольшего значения у , со¬ 
ответствующего данному значению # и потому определяемого этим 
•соотношением. Так как, однако, П (у) убывает с возрастанием у , то 
пределы интегрирования взяты в обратном порядке. Результат ин¬ 
тегрирования нужно умножить еще на 4, потому что вдоль оси х 



расположены четыре октанта сферы (черт. 60), 
а интегрирование распространяется только на 
один. 

[348] в статье 24 Лобачевский снова вычисляет 
поверхность сферы, используя вместо декарто¬ 
вых координат хи у угловые координаты ф и ср. 
Весь текст Лобачевского написан очень сжато, 


Черт. 60. 


вычисления только намечены. Они были выпол¬ 
нены А. П. Котельниковым в комментариях 


к сочинению «О началах геометрии» 1 ). Вместо отрывочных приме¬ 
чаний к каждой промежуточной формуле мы проведем здесь 
изложение заново с вычислениями А. ІГ. Котельникова 2 ). 


Для вычисления поверх¬ 
ности одного октанта сферы 
радиуса г Лобачевский разби¬ 
вает его на полосы не плоско¬ 
стями, перпендикулярными к 
одной из осей координат, а 
эквидистантными поверхностями ; 
имеющими своей базой пло¬ 
скость Х02%) (черт. 61). Вместо 
декартовых координат х , у , 
•определяющих точку М на 
сфере, он вводит угловые коор¬ 
динаты ф и ср — два угла, опре¬ 
деляемые следующим образом. 



Черт. 61. 


Пусть ОР = ж, РА = у — абсцисса и ордината точки М на сфере. 


Найдем на оси 02 такую точку Р, соответствующую точке М, чтобы 


*) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 336—341, примеча¬ 
ния [ 109 ‘' 117 ] в 

2 ) В обработке В. Ф. Кагана, помещенной в его книге «Основания геоме¬ 
трии», т. I, М. — Л., 1949, стр. 460—463. 

3 ) Эквидистантной поверхностью называется геометрическое место точек э 
.равноудаленных от данной плоскости (базы поверхности). В евклидовой геоме¬ 
трии это — плоскость, параллельная базе; в геометрии Лобачевского — кривая по¬ 
верхность, обращенная к базе своей вогнутостью (см. стр. 307). 
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N11 = г (для этого проводим сферу радиуса г с центром Ж и отме¬ 
чаем точку В ее встречи с 02). Отрезок РВ обозначим через Ь и напи¬ 
шем основные тригонометрические соотношения для заштрихованного 
треугольника ЖРІ2 и треугольника ОРВ [формулы (12) и (10; вторая 
из них)]: 

зіп ос = % П (г) сі% П (г/) , 

С,08П (ж) = С08П(^) соз(3, (1) 

С08 П (^) = С08 П (г) С08 ос. 

Углы ос и (3 выразим через их дополнения до ~ — утлыNВ8=$ 

(В8 _|_ 02) и ВРО =2 ср (Рф _|_ ОХ) ; из второй и третьей формул 
исключим і. Формулы (1) примут вид 

С 08 ^ = (г), с%П ( у ), 

С08 п {х) = С08 II (г) 8 ІП ср 8 ІП ф. 



Это — те соотношения, которыми Лобачевский определяет новые 
переменные 6 и ср в начале статьи 24. 

Если точка будет двигаться по сфере, оставаясь на одном и том 
же расстоянии от плоскости Х02 (т. е, находиться на пересечении 
сферы с эквидистантной поверхностью), то ее проекция N на пло¬ 
скость ХОТ также будет находиться народном расстоянии от оси ОХ 
и опишет эквидистанту ТХѴ 1 ). В этом случае координата у = РУ 
точки М не будет меняться, заштрихованный треугольник не будет 
изменять своих размеров, наклоняясь к плоскости ХОТ , вершина В 
будет опускаться до тех пор, пока она не'дойдет до начала О, а тре¬ 
угольник не упадет на плоскость. Угол ос (а следовательно, и 6) не 
будет меняться, а угол (3 — меняться от у до 0 (а угол ср от 0 до 

Когда затем у будет меняться от 0 до г, то ос будет увеличи- 

„ 71 

ваться от 0 ДО- , а уменьшаться от до 0. 

Таким образом, когда мы распространяем двойной интеграл на один 
октант, предедами интегрирования будут для обоих углов ф и ср 

, л тс 

числа 0 и 

Чтобы привести выражение элемента площади <1 2 8 сферы, полу¬ 
ченного в примечании [ 346 ]: 


д?8^ 


С 08 П (г) 


8ІП 2 П (ж) 8 Іп2 И ( у) 


8ІП 2 Л (г) у & і п 2 П (ж) ЗІП 2 П (у) — ВІИ 2 П (г) 


■ЛПС«)йП(у), 


1 ) Эквидистанта — геометрическое мест© точек, находд эдих ся; в одной пло¬ 
скости с данной прямой на постоянном расстоянии от нее. В геометрии Лоба¬ 
чевского это — не прямая, а кривая линия». 

24 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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к новым координатам ф и ср, введем сначала, как это делает обычно 
Лобачевский, сокращенные обозначения: вместо II И, ПО/), П(г) 
будем писать соответственно X, Т , і? 1 ): 

,. 2С у С08.Й 8ІП 2 Х8ІП 2 Г 

(1*8 = —» р - <2Х СІ У, (З) 

8ш 2 й у 8 Іп2 X 8ІП2 У — 8ІП 2 В Ѵ 7 

а затем сделаем замену переменных по формулам (2). Подинтеграль¬ 
ный дифференциал сІХЛУ нужно заменить на ± Л ФЬ сіу, где А— 
якобиан 

д _д_ХдУ _0Хд_Г 
ду д<1> (АЬ Оср ’ 

взятый с надлежащим знаком. А так как в данном случае У не за¬ 
висит от ф, то А сводится только к Дифференцируя уравне¬ 

ния (2) соответственно по ф и ср, находим: 

. , і%В дУ . ^ ОХ и 

81П ф = -7ГГ- , 81П X т— = С08 В С08 Ф 81П ф. 

Т 81П 2 Уд ф ’ (ІСр * Т 


Следовательно, 


д _ С08 2 в С08 ср 8ІП 2 ф 8ІП 2 У 

8ІП В 8ІП X 


При интегрировании этот якобиан нужно взять со знаком «минус » у 
потому что, как было выяснено выше, когда переменные х и у уве¬ 
личиваются (X и У уменьшаются), то ср увеличивается, а ф умень¬ 
шается. 

После подстановки элемент площади (3) принимает вид 

, 0 0 С08 3 В 8ІП X 8ІП 3 У С08 ср 8ІП 2 ф , , / . 

(1*8 = - - ■ . =• ФЬ (ІФу (4) 

8ІП 3 В ^ 8ІП 2 X 8 ІП 2 У — 8ІП 2 В 

который нужно выразить окончательно через ф и ср, т. е. выразить 
віпХ и зіп У через ф и ср. В силу уравнений (2) 


ЗІП 2 У = 


1 + СІ§ 2 У ^2 В со«2 ф 8ІП 2 в + С08 2 ф С08 2 В ' 

_ 8ІП 2 В 

1 — 8ІП 2 ф С08 2 в 9 


откуда 


8ІП 2 X 8ІП 2 У 

8ІП 2 В 


8ІП 2 X 

1 — 8ІП 2 ф С08 2 В 9 


составляя производную пропорцию и учитывая (2), получим: 

ЗІП 2 X 8ІП 2 У - 8ІП 2 В _ ЗІП 2 ф С08 2 В — С08 2 X _ С08 2 В зіп 2 Ф С08 2 ср 

8ІП 2 X 8ІП 2 У зіп 2 X 8ІП 2 X 


и потому 


ЗІП 2 X зіп 2 У — зіп 2 К — соз В зіп ф соз ср зіп У. 


*) См., например, начало статьи 26 на стр. 210. 
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Подставляя в формулу (4) выражения (5) и (0), получим оконча¬ 
тельно: С 08 2 Е 8ІП X 8ІП ,, , 

—-:- ТГТл - - ~ .Т і - *о рЧ Фу Фо — 

81П Е (1 — 81П 2 6 С08 2 Е) * * 


_ С08 2 Е 8ІП ф У 1 — С08 а Е 8ІП 2 ф 8ІП 2 Ср 


1 — С08 2 Е 8ІП 2 


ФЬ Фо. 


Это — формула [29а] Лобачевского. 

Интегрируя в пределах от 0 до ^ для каждой переменной, полу¬ 
чаем поверхность одного октанта сферы, а вся сфера равна восьми 
таким интегралам. 

В статье 23 поверхность сферы была найдена другим способом; 
она оказалась равной і'ксі^В. Приравниваем эти значения: 


Г Г С08 2 Е 8ІП ф У1 — С08 2 Е 8ІП 2 6 8ІП 2 Ф , о /о\ 

I ! та тататаг — 5 а ? = 411 °^ 2 в > < 8 > 


откуда Лобачевский получает формулу (30): 


ы 


=?ІП ф У 1 — С08 2 Е 8ІП 2 Ф 8ІП 2 <р _ 


1 — С08 2 Е 8ІП 2 4» 


2 8Іп Е 


Эта формула дает значение довольно сложного двойного интеграла. 
Его можно свести к одной квадратуре. Лобачевский употребляет для 
этого оригинальный прием. Он теперь рассматривает Е как перемен¬ 
ную, заменяет в обеих частях равенства Е через — — В, умножает их 
на со8 ВйВ) интегрированием по В от 0 до Е он получает: 

тс тс 

1 Т к _ 

кВ С 7 , [ . Г 008 Е 8ІП Ф У 1 — С 08 2 Е 8 ІТ 1 2 6 8ІП 2 Ф 

Т = } іЬ < .! ^.1 Лв - Г— зіп 2 К віп 2 <1> - - ■ (») 

0 0 0 

Если положим 8Іп Е 8Іп ф == и, то интегрирование по и приводит* 
к разысканию интеграла 


т ів? _ Г У і — 
2 “ ^ 1 


и? 8Іп 2 ср 


который выражается в элементарных функциях 1 ). По выполнении: 
интегрирования получаем: 


И ^Ф сіу 8ІП Е 8ІП ф 

У1 — 8ІП 2 Е 8ІП 2 ф 8ІП 2 Ф 

о о 

*) Для упрощения вычислений Лобачевский очень удачно пользуется возни¬ 
кающей здесь эллиптической функцией. А. П. Котельников дает непосредствен¬ 
ный вывод этого интеграла. 


24 * 
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[349] 


-Но и это интегрирование по ф явно выполняется. После несложных 
преобразований равенство (9) приводится к виду 


2 

= Г -Я-1пі+- 8 ^ 8Іп<І> .. 

3' 81П ср 1 -81П В 81П Ср 

О 

Полагая же теперь <р = П(ж), находим 1 ): 

оо 

тг В = Г *ХЪ ~±} + Г** 

'] в 2а? _)_ 1 — 2е& 8ш В 

о 

Правую часть интегрируем по частям. Проинтегрированная часть 

е 2 х 2е® 8Іп В 

ж 1п е чх 1 _ 2е ж віп В 

обращается в нуль как при так и при х=оо. Получаем 

поэтому формулу (31) Лобачевского: 


ті В 


4 8Іп В 


оо 

= г 


( е 2х — 1) е х х Ах 
е 4х _|_ е 2Х сов 2В -|- 1 


( 10 ) 


Это — тот интеграл, который Остроградский считал неверным 2 ). 
[ 349 ] Здесь а = соз В. 


В сочинении «О началах геометрии» 3 ) это предложение фор¬ 
мулировано более точно: «справедливость интеграла можно еще дока¬ 
зать и в том случае, когда соз 2 В будет число более единицы». 

[ Зб1 ] Найденный интеграл разделяется на две части 4 ): «одну от х = 0 
до х = оо, другую от х = —оо до х = 0. Последняя может быть пред¬ 
ставлена иначе: 

со 

Г ХСІХ 


е-аэ— а _)_ ех+а * 


Обе вместе дадут 


оо 

I 


( е х — е~ х ) х &х 


е 2х ( е 2 а _[_ е-2а) _|_ е - 


2Х 


2( е а — е-а) 


1) 8ІП Д (х) = " а, _^ е -а , « 

2 ) См. стр. 397 этрй кндгц, 

3 ) Н. И. Л обачевакцй,, Иодц. собр. ооч.> т. І ? стр.^31. 

4 ) Далее следует текст Лобачевского (см. там же). 
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XIII. Вычисление объемов тел 

Последняя глава «Пангеометрии» (перед заключением) посвящена 
вычислению объемов. Она состоит из трех статей (25—27). Этот мате¬ 
риал имеется и в сочинении «О началах геометрии» х ). 

В статье 25 дается элемент объема в простейшей форме. Эта форма 
получается, если взять не декартовы координаты х, у, г, а предель¬ 
ные $, т], С, введенные еще в главе X. В этих координатах элемент 
объема д?Р имеет вид Из него можно легко получить элемент 

объема и в декартовых координатах (формула [31а] и его первые 
интегралы по сіх, сіу и сіг). Интегрированием Лобачевский получает 
формулу для объема шара 

тс (е 2г — е~ 2г — 4 г) 

и убеждается, что для малого г она совпадает с известной формулой 
евклидовой геометрии. 

В статье 26 вводятся полярные (сферические) координаты в про¬ 
странстве: радиус-вектор г, долгота со и полярная широта 0, определяе¬ 
мые так же, как и в евклидовой геометрии. Геометрическими рассужде¬ 
ниями, не отличающимися от тех, которые проводите я и в евклидовой 
геометрии, Лобачевский находит элемент объема в этих координатах 
и интегрированием снова получает ту же формулу для объема шара. 

В статье 27 рассматривается объем тела, ограниченного частью 
предельной сферы и конической поверхностью, составленной из осей 
этой сферы, проходящих через все точки ее контура. Лобачевский 
рассуждениями, близкими к тем, которые он применял в статье 4 
для предельной линии, устанавливает, что этот объем равен 

Р = І8(1—в-* в ), 

где 8 — поверхность части предельной сферы, а с — постоянная, зави¬ 
сящая от единицы измерения длины. 

Глава заканчивается утверждением, что «большое число различных 
выражений для элемента [одной и] той же геометрической величины 
доставляет средства для сравнения интегралов, средства, которые 
в особенности полезны в теории определенных интегралов». 

В «Пангеометрии» Лобачевский не приводит дальнейших примеров 
этого утверждения. Но большая часть сочинений «О началах геоме¬ 
трии», «Воображаемая геометрия» и «Применение воображаемой гео¬ 
метрии к некоторым интегралам» посвящена этому вопросу. Исходя 
из вычисления объемов тел, Лобачевский нашел много определенных 
интегралов. 

*) П. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 238—239 и 232—233. 
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[*3б2] Здесь 7 ], С— предельные координаты, которые установлены 
на стр. 194 и изображены на черт. 40 текста Лобачевского. В евкли¬ 
довой геометрии — это прямоугольные декартовы координаты. При¬ 
нимая, что элемент объема выражается так же, как в евклидовой 
геометрии, Лобачевский полагает его равным дѣй'цдѣ. Эту формулу 
рн не выводит ни в «Пангеометрии», ни в сочинении «О началах 
геометрии». Ее можно получить следующим образом. 

Поверхность \ = сопаі представляет собой предельную поверхность. 
На ней имеет место евклидова геометрия, и потому линии пересече¬ 
ния ее с поверхностями т] = сопаі и С = сопзі образуют на ней орто¬ 
гональную декартову сеть. Линии же 7 ] = сопзі, С = сопзі суть линии, 
равноотстоящие от оси і; и лежащие с последней в одной плоскости. 
Эти линии пересекают поверхность $ = сопзі не под прямым углом, 
и потому система координат ;, т], С, которую вводит.здесь Лобачев¬ 
ский, не ортогональна. 

Построим элемент объема в этой системе. Одной гранью этого 
элемента будет прямоугольник со сторонами ^т], сД и вершиной 
в точке ($, т], С), лежащей на предельной поверхности $ = сопзі; про¬ 
тивоположной гранью будет такой же точно прямоугольник па поверх¬ 
ности с вершиной в точке ($-(-^, 7 ], С) и со сторонами бЬ) и Л. 

Остальные четыре грани получаем, соединив соответствующие вер¬ 
шины этих прямоугольников линиями, равноотстоящими от оси х . 
Полученный таким образом элемент будет представлять собой 
бесконечно малый параллелепипед с прямоугольным основанием и 
наклонными к основанию ребрами. Площадь основания равна д,~і 
высота же равна сі ; — расстоянию между предельными поверхностями 
$ и $-} -сі;, и потому объем его будет 

(КсІцсК. 

[* 353 ] д ак на СТ р # 195 . Дифференцируя это уравнение, получаем: 

дг _ сі II (г) _ сіг 

’’ ~ 8ІП 2 II (г) 8ІП П (г) 

[ Зб4 ] То же уравнение, что ина стр. 195, только д заменено через р. 

[ 356 ] Из уравнения на стр. 195 имеем: 

(А-х — 8 і п и ^ е -р — 8 і п д ^ 8 і п д ' 

[356] Последние три формулы получим, если будем интегриро¬ 
вать (31а) сначала по х, затем по ?/, наконец, по г , в чем нетрудно 
убедиться их дифференцированием. 
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[ 35< ] Для сферы 


8ІП X 8ІП Т 8ІП 2 — 8ІП В 1 ) , 
ЛГ -Ж Г 8Іп2 X 8ІП 2 2 

<*«г=у -от 


1 


8Іп2 в 

и, заменяя переменные х, у через X, У , имеем: 

(IX =— зіпХб&г, й2 —— зіп^^, 

<&Р 


Р_ __ сі%У _ 1 / _1 

8ІПЗ ^ 8ІП X 8ІП 2 Г 8Іп2 


ахая 

При интегрировании по 2 положим: 

2 _ 1 


8І.П 2 В 8ІП 2 X 8ІП 2 2 


8ІП X 


8 ІП 2 В 8 ІП 2 X 


а*. 


Так как интегрирование по 2 совершается в пределах от -Ц- до 

~ 8ІП В „ 

8 іп 2 = ——, то пределами для и оудут 0 и 
8111 Л. 

1 Г 8 ІП 2 X _ 

8ІП X V 8ІТ1 2 В 

Сделав эту подстановку, будем иметь: 


ар . тг Г ~-П , 8ІП X 

ОХ = — 8111 X У а1 — и* аи= -^— 


[ и Vа? — и* — а 2 агсзіп —1 = 

а іо 

ѵ 

= ~ ^-а 2 8 ІпХ = — у 8 ІпХ(~ - 

4 4 \ 8 т 2 Я 8 іп 2 Х/ 

При втором интегрировании по X в пределах от до В получим: 

и 

И 

2 

= -^г (е 2г — е~ 2г — 4г). 

Это— объем одного октанта. 

[358] Для бесконечно малого г полагаем: 


е 9'= ! + 2г + ^- + 


( 2 г )2 ( 2 г)з в 


6 


е~ 2г = 1 — 2г-\- 


(2г)2 _(2г)з 

2 б 


[869] То есть длина дуги окружности. 

[36°] Бесконечно малый параллелепипед — элемент объема в сфе¬ 
рических координатах. 


і) X = П (ж), У = П (у), 2 = П (г), В = П (г) (см. следующее примечание). 
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[ 361 ] Вывод элемента объема в декартовых координатах сделан 
Лобачевским геометрическим способом. Аналитическое преобразование 
элемента объема в предельных координатах й 3 Р = 3$ ^7} к получен¬ 
ной форме проведено А. П. Котельниковым в примечании [ 141 ] к сочи¬ 
нению «О началах геометрии» х ). 

[362] в статье 3 1 2 ) было установлено, что отношение длин дуг двух 
предельных линий, заключенных между двумя общими осями, 
равно е -с , где с — расстояние между предельными линиями. Анало¬ 
гичная формула следует и для отношения площадей двух фигур на 
«параллельных» предельных поверхностях, ограниченных общими 

осями (образующими конической поверхности); в этом случае 
8 ' 

— = е" 2с , потому что на-предельной поверхности царят законы евкли¬ 
довой геометрии и площади измеряются квадратом линейной единицы. 

XIV, Заключение 

Последняя статья 28 сочинения «Пангеометрия» является ее заклю¬ 
чением. Она начинается с повторения основного утверждения Лоба¬ 
чевского, высказанного им в прежних работах и в начале главы XI 
этого сочинения: теперь, когда установлены способы вычисления 
длин, площадей и объемов, «пангеометрия составляет учение геоме¬ 
трически полное». 

Лобачевский отмечает, что исходным моментом для построения 
неевклидовой метрики являются уравнения (19) — четыре соотно¬ 
шения, связывающие стороны и углы произвольного треугольника. 
Почти теми же словами начиналось и заключение к первому опубли¬ 
кованному сочинению Лобачевского «О началах геометрии» (там эти 
уравнения имели номер (17) 3 ); те же уравнения заключают и «Гео¬ 
метрические исследования по теории параллельных линий» [уравне¬ 
ния (8)] 4 ). Эти уравнения — центральные для всех сочинений Лоба¬ 
чевского. С них, утверждает он, можно начинать изложение Пангео¬ 
метрии, предварительно указав, что они согласуются с основными 
геометрическими понятиями. Это — не голословное утверждение; свое 
сочинение «Воображаемая геометрия» он так и начал. 

Центральная часть заключения — соображения Лобачевского о том, 
какова геометрия реального - Пространства. Двадцать пять лет тому 
назад в первом опубликованном сочинении по неевклидовой геометрии 
«О началах геометрии» он заявил, что это может установить только 

1) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 354—357. 

2) Стр. 143 этой книги. 

3 ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 260. 

4 ) Стр. 133 этой книги. 
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опыт — «измерение на самом деле». Эту уверенность Лобачевский 
сохранил в течение всей своей жизни. В сочинении «О началах гео¬ 
метрии» он указал, что опыт подтверждает евклидову структуру про¬ 
странства для размеров, сравнимых с расстояниями от Земли до 
звезд, и сделал предположение, что, выходя из пределов нашей 
Галактики, она может быть, «приметно» отличается от «употребительной 
Геометрии». В последних строках «Пангеометрии» он пытается указать 
новый путь для решения этого вопроса. Об этом подробно сказано 
в двух последних примечаниях к «Заключению». 


[363] Рассматривается равносторонний треугольник АВС , в котором 
сторона ВС равна радиусу окружности. В равностороннем треуголь¬ 
нике АВС гиперболической плоскости каждый из внутренних углов 

меньше ~ ; поэтому Лобачевский ниже полагает А = , гдеііГ >> 0. 

[364] Это вытекает из последней формулы сложения на стр. 158, 
если положить х = у = ~ . 

[ 866 ] Далее Лобачевский рассматривает треугольник АВ8 очень 
больших размеров ' (черт. 46 текста Лобачевского); одной из его сто¬ 
рон АВ = 2 а является диаметр земной орбиты, а противоположной 
вершиной 8 — неподвижная звезда, наблюдаемая в те два момента, 
когда Земля находится в плоскости АВ8 , перпендикулярной к пло¬ 
скости эклиптики. Углы а (внешний) и (3 (внутренний острый) этого 
треугольника находятся непосредственным наблюдением, — это так 
называемые геоцентрические широты звезды 8 в моменты, когда Земля 
занимает положения А п В. Стороной АВ и углами а и р треугольник 
вполне определен. 

Острый угол 8 треугольника не может быть вычислен, пока мы 
не знаем, какова геометрия реального пространства. Если это гео¬ 
метрия евклидова, то 8 = а — (3; если же она неевклидова, то 8 < а — (3. 
Зная 8, можно было бы найти и значение константы, определяющей 
неевклидову метрику реального пространства. Но непосредственно 
измерить 8 невозможно. 

Этот треугольник АВ8 ^для случая, когда А = ^ Лобачевский 

рассматривал еще в 1829 году в сочинении «О началах геометрии». 
Он указал там на вычислительный прием, которым можно после до¬ 
полнительных астрономических наблюдений определить если не самый 
угол 8, то его верхнюю границу, а вместе с тем и верхнюю границу 
для дефекта треугольника АВ8 [разность тс — 2, где 2 — сумма углов 
треугольника (тс — ос) —;3 —(— 8], равного (3 8 — а. Если бы он нашел 
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не верхнюю, а нижнюю границу дефекта и установил, что она 
больше нуля, то этим была бы установлена неевклидова структура 
реального пространства. Найденная же им верхняя граница уста¬ 
навливает только, с какой степенью точности наше пространство 
можно считать евклидовым (для части пространства, сравнимой 
с рассматриваемым космическим треугольником). Это не столь эф¬ 
фектный, но все же очень важный результат, установленный Лоба¬ 
чевским. 

Его расчеты показали, что в треугольнике АВ8 , где 5 — Сириус, 
одна из наиболее близких к нам звезд,—дефект по всяком случае 
меньше О",000372 *). Но при этом Лобачевский пользовался очень 
неточными, заведомо преуменьшенными значениями углов а и 3, 
взятыми из наблюдений одного астронома-любителя, и, кроме того, 
в вычисления вкралась ошибка, преувеличившая результат в 1000 раз. 
Но даже сильно завышенное значение для углового дефекта, полу¬ 
ченное Лобачевским в 1829 году, приводит его к правильному вы¬ 
воду: дефект его космического треугольника столь мал, что он нахо¬ 
дится за пределами точности современных ему астрономических на¬ 
блюдений. Лобачевский делает вывод: 

«После этого можно воображать, сколь эта разность [т. е. 
дефект треугольника], на которой основана наша теория парал¬ 
лельных, оправдывает точность всех вычислений обыкновенной 
Геометрии и дозволяет принятые начала этой последней рас¬ 
сматривать как бы строго доказанными» 2 ). 

Таково «строгое доказательство теоремы о параллельных», которое 
входило в название недошедшего до нас сочинения Лобачевского, 
доложенного им в 1826 году. 

Но из этого результата Лобачевский еще не делает вывода, что 
во всем мировом пространстве царят законы Евклида. Треугольник 
размерами от земной орбиты до Сириуса очень велик, но он может 
быть и очень малым по сравнению с межзвездными расстояниями. 
И сейчас же после приведенных строк Лобачевский говорит: 

«Между тем, нельзя не увлекаться мнением г. Лапласа, что 
видимые нами звезды и Млечный путь принадлежат к одному 


1) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 207—209. Сжатый текст 
Лобачевского комментирован А. П. Котельниковым на стр. 283—287 I тома 
(примечания [ 26-33 ]), Мы рекомендуем ознакомиться со статьей Н. И. Ид ель- 
сона «Лобачевский — астроном»; второй раздел этой статьи содержит очень 
четкое и доступное изложение этих рассуждений Лобачевского («Историко-мате¬ 
матические исследования», вып. И, М.—Л., 1949, стр. 143—154). 

2 ) Там же, стр. 209. 
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только собранию небесных светил подобно тем, которые усма¬ 
триваем, как слабо мерцающие пятна в созвездиях Ориона, 
Андромеды, Козерога и проч. Итак, не говоря о том, что в во¬ 
ображении пространство может быть продолжаемо неограниченно, 
сама Природа указывает нам такие расстояния, в сравнении 
с которыми исчезают за малостию даже и расстояния нашей 
Земли до неподвижных звезд». 

В «Пангеометрии» Лобачевский снова возвращается к треуголь¬ 
нику Л АВ8. Но теперь он хочет извлечь из него другие результаты; 
они пояснены в следующем примечании. 

[366] Исследование космического треугольника АВ8 (см. предыду¬ 
щее примечание), проведенное Лобачевским в работе 1829 года, уста¬ 
новило только верхнюю границу дефекта треугольника и, следова¬ 
тельно, не решило окончательно вопроса о том, какова геоме¬ 
трия реального пространства. Этот вопрос волновал Лобачевско¬ 
го всю жизнь; через 25 лет, ослепший, незадолго до смерти он 
намечает другой путь его разрешения, исходя из такого же косми¬ 
ческого треугольника. Ему посвящены последние строки «Пангео¬ 
метрии». 

Лобачевский исходит из предположения, что геометрия реального 
пространства неевклидова. Он предполагает, что объект наблюдения 8 
настолько удален от нас, что угол о, под которым видна из 8 земная 
орбита, практически равен нулю и объект 8 практически можно 
считать бесконечно удаленным. Лобачевский, повидимому, считал 
возможным, что факт такой удаленности звезды от Земли можно 
установить и независимо от наблюдения разности геоцентрических широт а 
и [3 1 ) и в этом его предположении нет ничего невозможного. Совре¬ 
менная наука обладает различными средствами, исходя из наблюде¬ 
ния спектров туманностей или собственных движений двойных звезд, 
установить их удаленность. 

Если мы для такой звезды определим углы а и 3, то нетрудно 
установить значение константы неевклидовой метрики и установить 
точно функцию П (ж). Лобачевский указывает для этого следую¬ 
щий путь. 

Если мы отложим на продолжении ВА за точку А такой отрезок 
АС = х , для которого а = П(ж), и из точки С восставим перпенди¬ 
куляр СИ к плоскости эклиптики (черт. 46 текста Лобачевского), 
то А8 будет параллельно СВ (в смысле Лобачевского). С другой 


і) Н. И. Идельсон не учитывает этой возможности и вследствие этого отри¬ 
цает значение рассуждений Лобачевского. См. «Историко-математические иссле¬ 
дования», вып. II, 1949, стр. 162, 163. 
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стороны, если положить угол 5 практически равным нулю, то В 8 
параллельно А8 и, следовательно, В8 параллельно СВ . 

Теперь из двух уравнений 

П (х); = а и П(х+ 2а ) = Р 

можно определить две неизвестные величины: отрезок х и константу к 
пространства Лобачевского, входящую в функцию П (х) = 2 агсі^ ~; 
зная последнюю, «можновычислить угол II (у) для всякой линии у ». 



ПРИЛОЖЕНИЕ 




ИСТОРИКО-БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 
О СОЧИНЕНИЯХ ЛОБАЧЕВСКОГО 
ПО ГЕОМЕТРИИ 

—«=Зо|«=— 


1. «Записки Темникова» 

В 1816 —1817 учебном году Николай Иванович Лобачевский, только 
что утвержденный в звании экстраординарного профессора математи¬ 
ческих наук, читал студентам Казанского университета курс эле¬ 
ментарной геометрии *). Сохранились отрывочные записи этих лекций 
Лобачевского, составленные студентом М. Темниковым 1 2 3 ); наиболее 
интересный отрывок из этих записок, относящийся к теории парал¬ 
лельных линий, был опубликован в 1909 и в 1951 годах 8 ). 

В этом отрывке дается очень своеобразная попытка построить 
теорию параллельных линий без введения специального постулата; 
это свидетельствует о глубоком проникновении Лобачевского в основы 
геометрии: данное им доказательство, конечно, опирается на недока¬ 
занное утверждение, равносильное постулату о параллельных линиях, 
и поэтому является ошибочным, но эта ошибка скрыта очень глу¬ 
боко. Детальный анализ этой части записок Темникова сделан 
Б. Л. Лаптевым 4 * * * ), который установил, что «доказательства ряда 


1 ) По рапортам Лобачевского, хранящимся в Центр, гос. архиве Татарской 
АССР (в дальнейшем цитируется ЦГАТ), ф. 977, 1816 г., № 658, св. № 20, лл. 225 
265, 310, 352; 1917 г., № 812, св. № 26, лл. 247—25]. 

2 ) Хранятся в Геометрическом кабинете Казанского университета, № 1067; 
будут опубликованы в VI томе Полного собрания сочинений Лобачевского. 

3 ) Впервые •— А. В. Васильевым в качестве приложения к отдельному изда¬ 
нию сочинения Лобачевского «Геометрия», Казань, 1909 г:, стр. 57—65; затем — 
Г). Л. Лаптевым в качестве приложения к его статье «Теория параллельных линий 
в ранних работах Н. И. Лобачевского», «Историко-математические исследования», 
вып. IV, М.—Л., 1951, стр. 220—229. 

4 ) Б. Л. Л апте в, Теория параллельных прямых в ранних работах Н. И. Ло¬ 
бачевского (Доклад, сделанный 25/П 1951 г. в Казани на научной конференции, 

посвященной творчеству Н. И. Лобачевского). Опубликовано в «Историко-матема- 

тических исследованиях >, вып. IV, М.—Л., 1951, стр. 201—229 и в сборнике 

«125 лет неевклидовой геометрии Лобачевского (1826—1951)», М.—Л., 1952, 

стр. 99—116. 
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теорем, данные Лобачевским в этих лекциях, показывают, что он был 
близок уже в те годы к созданию новой геометрической системы». 

Отрывок из записок Темникова, о котором идет речь, можно 
с большой точностью отнести к марту 1817 года: из рапорта Лобачев¬ 
ского *) видно, что в этом месяце им пройдена теория параллелей. 

2. «Основание геометрии» 

К 1819 году Лобачевский написал учебник элементарной геоме¬ 
трии, носивший, вероятно, название «Основание [или основания] 
геометрии». В «Ведомости о сочинениях, изданных членами ими. Ка¬ 
занского университета до вступления их в Университет и о рукопи¬ 
сях, у них находящихся», имеется следующая запись, сделанная вес¬ 
ной 1819 года: 

«П. э. [т. е. публичный экстраординарный] профессор чистой матема¬ 
тики Лобачевский сочинил основание геометрии и несколько рассуждений 
о высшей математике, которые еще не изданы» 2 ). 

Рукопись этого учебника до нас не дошла; от нее сохранился 
только небольшой отрывок — начало главы «О измерении поверхно¬ 
стей тел» 8 ). 

Совершенно несомненно, что эта рукопись была составлена Лоба¬ 
чевским в связи с читаемыми им лекциями по геометрии. Лобачев¬ 
ский вел записи своих лекций даже в тех случаях, когда он читал 
их по определенным печатным руководствам. В отчете ректора Казан¬ 
ского университета Г. И. Солнцева за апрель 1820 года говорится: 

«Лобачевский пишет свои лекции как физики, так и астрономии, отда¬ 
вая их студентам, чтоб могли с меньшим трудом повторять на дому прой¬ 
денное» [Выше говорится, что астрономию Лобачевский читал по руковод¬ 
ству Деламбра и Лаланда] 4). 

Тем более такие записи были необходимы по геометрии, которую 
Лобачевский читал «по своим тетрадям», как сказано в отчетах 
Лобачевского б ). 

1) ЦТ АТ, ф. 997, № 812, св. № 26, л. 249. 

2) Из дела попечителя Казанского учебного округа, 1819 г., № 2, Опублико¬ 
вано впервые в книге: Н. П. Загоскин, История Казанского университета, 
т. П, стр. 647, Казань, 1903. Воспроизведено В, Ф. Каганом в Поли. собр. соч. 
Лобачевского^ т* I, стр. 125 и Л. Б. Модзалевским в книге «Материалы для био¬ 
графии Н, И. Лобачевского». Собрал и редактировал Л. Б. Модзалевский. Изд. 
АН СССР, М.—Л., 1948, № 89, стр. 86. [Ниже эта книга цитируется ,как «Мод- 
зал е в с кий»]. 

а) Храните# в Геометрическом кабинете Казанского университета, № 15. 
Опубликован в качестве приложения к статье И.. Н. Бронштейна «К истории 
„Обозрений преподавания чистой математики" Н. И. Лобачевского»^ ^Историко- 
математические исследования», вьш. НІ, М,—Л*, 1950, стр. 192—194. 

4) Модзалевск ий> № 103, стр. 96. 

б) См. сноску *) на предыдущей странице. 
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В. Ф. Каган в своей статье «Историко-библиографические сведения 
о сочинении „Геометрия"» *) с полным основанием говорит, что «Осно¬ 
вание геометрии» было первоначальным вариантом «Геометрии»—учеб¬ 
ника, представленного Лобачевским к напечатанию в 1823 году. 
На это указывает и сохранившийся отрывок из этой рукописи. 

3. «Обозрения преподавания чистой математики» 

По требованию попечителя Казанского учебного округа М. Л. Маг¬ 
ницкого все профессора университета должны были представлять 
ему на утверждение планы («конспекты» или «обозрения») препода¬ 
вания своих ^предметов. Сохранились два «Обозрения преподавания 
чистой математики», составленные Лобачевским (в «чистую матема¬ 
тику» входила и элементарная геометрия): одно — на 1822—1823, 
а другое — на 1824—1825 учебный год. Первое из них цитируется 
в настоящей книге как «Обозрение 1», а второе — как «Обозрение 2». 
«Обозрения» были опубликованы Л. Б. Модзалевским в 1948 году и 
войдут в VI том Полного собрания сочинений Лобачевского 3 ). 

Оба «Обозрения» по содержанию очень близки между собой и на¬ 
писаны по одинаковой схеме: в первом разделе каждого «Обозрения» 
излагаются общие принципы преподавания математических предметов, 
во втором — распределение предметов по курсам, с подробным его 
обоснованием, в третьем — программы преподавания отдельных пред¬ 
метов с объяснениями по каждому предмету. 

«Обозрения»—первые работы Лобачевского, в которых ярко прояви¬ 
лись его материалистические воззрения, ими дышит каждая строка обеих 
работ. Мы вынуждены ограничиться двумя небольшими отрывками 3 ). 

О Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 125. 

2) «Обозрение 1» хранится в ЦТ АТ, ф. 92, оп. 1, 1822, д. 1546, лл. 88—102» 
«Обозрение 2» — в ЦТ АТ, ф. 997, оп. 323, № 36, лл. 14—21. «Обозрение 1» Лоба¬ 
чевский представил также и на 1825—1826 учебный год без всяких изменений^ 
только исправив цифры годов (ЦТАТ, ф. 977, оп. 323, № 36, лл. 1—10). «Обозре¬ 
ние 1» помещено в книге: Модзалевский, № 244, стр. 201—216 (оно отнесено 
Модзалевским к 1825—1826 г.), «Обозрение 2» — там же, № 218, стр. 173—185. 
Об исторической последовательности «Обозрений» см. И. Н. Бронштейн, 
К истории «Обозрений преподавания чистой математики» Н. И. Лобачевского, 
«Историко-математические исследования»,' выл. Ш, М.—Л., 1950, стр. 171—194. 

3 ) О мировоззрении Лобачевского см. С. А. Яновская, Передовые идеи 
Н. И. Лобачевского — орудие борьбы против идеализма в математике, М.—Л. 
1950, 84 стр.; С. А. Яновская, О мировоззрении Н. И. Лобачевского, «Историко¬ 
математические исследования», выл. Ш, М.—Л., 1950, стр. 30—75; выл. IV, 1951, 
стр. 173—200; Г. Ф. Рыбкин, Материализм -— основная черта мировоззрения 
Н. И. Лобачевского, «Историко-математические исследования», выл. Ш, М.—Л., 
1950, стр. 9—29; Г. Ф. Р ы б к и н, О мировоззрении Н. И. Лобачевского, Успехи 
математических наук, М. — Л., 1951, 5, выл. 3, стр. 18—30 (перепечатано в сбор¬ 
нике «125 лет неевклидовой геометрии Лобачевского», М.—Л., 1952, стр. 43—61). 


25 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 
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«То неоспоримо, ^то мы всеми нашими понятиями о телах 
одолжены чувствам. Подтверждается истина сего и тем, что там 
останавливается наше суждение, где перестают руководствовать 
нас чувства, и что мы отвлекаем от тел и такие понятия, к ко.- 
торым наклоняют нас чувства, хотя существо вещей инаково. 
Пример тому прямые, кривые линии и поверхности, которых 
в телах природы нет; между тем воображение владеет сими 
идеалами, почерпнутыми в самом недостатке чувств. Посему 
все наши познания, которым из природы почерпнутые по¬ 
нятия послужили основанием, справедливы относительно только- 
к нашим чувствам. Это и составляет .однако ж единственную 
цель математических наук, покуда они остаются матема¬ 
тическими, то есть, покуда идет дело о щете и числах. От¬ 
сюда надобно вывести то заключение, что в основание мате¬ 
матических наук могут быть приняты все понятия, каковы бы 
они ни были, приобретаемые из природы, и что математика на 
сих основаниях по справедливости может назваться наукою 
точною. ..» г ). 

«Основания физики бывают достаточные ее предположения; 
в чистой математике они должны быть несомнительные для на о 
истины, первые наши понятия о природе вещей, которые, 
будучи раз приобретены, сохраняются навсегда, которые нераз¬ 
лучны с каждым умственным представлением и служат первым 
основанием всякого суждения о вещах: таковы-то должны быть 
и основания геометрии. Далее, начальные понятия применяются 
прямо к природе и тем самым отличаются от составных, кото¬ 
рые необходимо требуют существования других, откуда бы они 
происходили. Поверхности и линии не существуют в природе, 
а только в воображении: они предполагают, следовательно, свой¬ 
ство тел, познание которых должно родить в нас понятия о по¬ 
верхностях и линиях. Никто до сих пор не предпринимал труда 
восходить к сим источникам, и основания геометрии остаются 
темными; а после этого не мудрено, что в ней и многое не вы¬ 
держит строгого разбора» 1 2 ). 

Проф. Н. Н. Парфентьев, впервые обнаруживший (около 1930 года) 
«Обозрения» в архивах Казанского университета, говорит о них: 

«Эти манускрипты, являющиеся в сущности объяснительными запи¬ 
сками к тем программам, по коим Лобачевский вел свои курсы, поражают 


1) «Обозрение 1», Модзалевский, стр. 203—204. 

2) «Обозрение 2», Модзалевский, стр. 177. 
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читателя своей глубиной: почти каждая строка носит на себе следы вели¬ 
чайшей гениальности глубоко-проникновенного ума автора» 1 ). 

План преподавания геометрии в «Обозрении 1» в точности соот¬ 
ветствует построению учебника «Геометрия», представленного к 
напечатанию в 1823 году; приводим его полностью: 

«Содержание начал геометрии такое: 

I. Понятие о геометрических величинах. Определение пере¬ 
сечения, прикосновения и слияния. Определение круга и шара. 

II. Измерение прямых линий, дуг в отношении к кругу, 
частей поверхности шара в отношении к целой поверхности. 
Определение углов. 

III. О перпендикулах. 

IV. О измерении телесных углов. Уклонение к правиль¬ 
ным телам. 

V. Случаи одинаковости треугольников. 

VI. Измерение треугольников и вообще всякой фигуры.. 

VII. Измерение призм. 

VIII. Измерение трехсторонних пирамид и вообще всякого 
тела. 

IX. Измерение круга, цилиндра, конуса, шара, поверхности 
прямого цилиндра и конуса. В виде прибавления для примера, 
общего способа подобных измерений» 2 ). 

План в «Обозрении 2» отличается от него чисто внешне. Различи# 
в обоих планах объясняются не столько изменившимися взглядами 
Лобачевского на преподавание геометрии, сколько необходимостью 
учитывать отрицательный отзыв, который был составлен неизвестным 
нам рецензентом по поручению Магницкого 3 ). Лобачевский не был 
согласен с отзывом и оставил преподавание без изменения, заменив 
в «Обозрении 2» только другими словами места, против которых воз¬ 
ражал рецензент. В 1825—1826 учебном году после падения Магниц¬ 
кого он снова вернулся к «Обозрению I» 4 ). 

Но различие «Обозрений» оказалось в их вводной принципиаль¬ 
ной части — наиболее интересно это различие выражено во взглядах: 
Лобачевского на теорию параллельных линий 5 ). 

*) Н. Н. Парфентьев, Натурфилософия Н. И. Лобачевского. В сборнике 
«К 125-летию (1804/05—1929/30) Казанского университета им. В. И. Ульянова- 
Ленина», Казань, 1930, стр. 33—34. 

2 ) Л. Б. Модзалевский, стр. 206. 

3 ) Отзыв и его разбор помещены в статье И. И. Бронштейна [см. сноску 2 ) на 
стр. 385]. 

4 ) См. там же. 

б ) Подробнее об этом см. в статьях И. Н. Бронштейна [см. сноску 2 ) на 
стр. 385] и Б. Л. Лаптева [сноска 4 ) на стр. 3831. 


25 * 
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В «Обозрении 1» Лобачевский стоит на той же точке зрении, что 
и в учебнике «Геометрия»: все известные до сих пор способы по¬ 
строить геометрию без введения специального постулата оказалиоь 
несостоятельными, и в преподавании на это следует указать, давая 
вместо доказательства только наглядное «пояснение» постулируемого 
предложения 2 ). 

Но в «Обозрении 2» (1824) Лобачевский совсем ничего не говорит 
об этой важной для него проблеме, а утверждает, что в еще не вы¬ 
ясненном вопросе могут быть скрыты факты первостепенного значе¬ 
ния. Вот его слова: 

«К тому ж, кто знает, какие от нас скрыты истины в том, 
чего мы не понимаем ?» 2 ). 

Через 5 лет, в 1829 году, эти же слова Лобачевский повторит 
в начале своего знаменитого сочинения «О началах геометрии», где 
впервые было напечатано его великое открытие: 

«В самом деле, кто не согласится, что никакая Математиче¬ 
ская наука не должна бы начинаться с таких темных понятий, 
с каких, повторяя Евклида, начинаем мы геометрию, и что 
нигде в Математике нельзя терпеть такого недостатка строгости, 
какой принуждены были допустить в теории параллельных 
линий ... К тому и не в праве пренебрегать решением вопроса, 
покуда оно неизвестно и покуда не знаем, не послужит ли оно 
еще к чему другому» 3 ). 

Это сопоставление приводит нас к уверенности, чго ко времени 
написания «Обозрения 2», в 1824 году, Лобачевский уже владел 
.основами воображаемой геометрии и отдавал себе отчет в ее значении. 

4. «Геометрия» 

Помещенное в этой книге сочинение Лобачевского «Геометрия» 
15ыло подготовлено им к изданию в 1823 году, т. е. в период между 
«Обозрением 1» и «Обозрением 2». Оно явилось окончательной обра¬ 
боткой лекций Лобачевского по геометрии, которые Лобачевский начал 
читать еще в 1817 году. Но это была уже глубокая переработка 
в соответствии с программой, которую Лобачевский изложил в «Обо¬ 
зрении 1». В 1823 году Лобачевский еще не владел «воображаемой 


1) См. «Геометрия», стр. 57 этой книги, и примечание [ 47 ] на стр. 248. 
а ) Модзалѳвский, стр. 177, 

3 ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 185—186. 
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теометрией», но уже вплотную подошел к ней. Об этом подробнее 
сказано в примечаниях к этому сочинению. 

«Геометрия» при жизни Лобачевского не увидела света. Попечи¬ 
тель Казанского учебного округа М. Л. Магницкий посылал ее 
31 июля 1823 года на отзыв академику Н. И. Фуссу 1 ). Отзыв был 
резко отрицательный 2 ); приводим его полностью. 

Милостивый Государь мой Михаил Леонтьевич! 3 ) 
Сочинение, присланное мне при почтеннейшем отношении В. П. от 
Зітиюля, за № 912, под заглавием Геометрия , содержит в себе разные гео¬ 
метрические рассуждения и исследования, которые под сим или иным по¬ 
добным названием, по надлежащем выправлении ошибочного и выпущении 
бесполезного или уже известного, могли бы быть представлены Вашему 
превосходительству. Но сочинение сие не есть геометрия или полное и 
систематическое изложение всей науки, и если сочинитель думает, что оно 
может служить учебною книгою, то он сим доказывает, что он не имеет 
точного понятия о потребностях учебной книги, т. е. о полноте геометриче¬ 
ских истин, всю систему начального курса науки составляющих, о способе 
математическом, о необходимости точных и ясных определений всех поня¬ 
тий, о логическом порядке и методическом расположении предметов, 
о надлежащей постепенности геометрических истин, о неупустительной и, 
по возможности, чисто геометрической строгости их доказательств и пр. 
О всех сих необходимых качествах и следу нет в рассмотренной мною 
Геометрии, в которой, между прочим, и то странно, что сочинитель прини¬ 
мает французский метр за единицу при измерении прямых линий и сотую 
часть четверти круга, под именем градуса, за единицу при измерении дуг 
круга. Известно, что сие разделение выдумано было во время французской 
революции, когда бешенство нации уничтожить все прежде бывшее рас¬ 
пространилось даже до календаря и деления круга; но сия новина нигде 
принята не была, и в самой Франции давно уже оставлена по причине 
очевидных неудобств. 

Впрочем, хотя сочинитель и назвал представленное В. П. сочинение 
— Геометриею , но едва ли он сам думать может, что он написал учебную 
книгу сей науки. Главная цель его, по моему мнению, была та, чтоб объяс¬ 
нить некоторые предметы геометрического учения, кои, по причине вве¬ 
денного в оные, для сокращения, понятия бесконечно малого , казались ему 
темными. Но при старании избежать употребления сего понятия случилось 
ему то самое, что и другим при подобном намерении случается. Бесконечно 
малое явно находится и в его геометрии, но под другим именем и видом, 


!) Отзыв хранится в геометрическом кабинете имени Лобачевского при Ка¬ 
занском университете, № 9, лл. б—7. Впервые опубликован Н. П. Загоскиным 
(Н. П. Загоскин, История Казанского университета, т. IV, Казань, 1906, 
стр. 55—56). См. также: Модзалевский, стр, 155—157. 

2 ) Изложение дела об издании «Геометрии» с указанием на соответствующие 
документы имеется в статье В. Ф. Кагана «Историко-библиографические сведения 
о сочинении „Геометрия 14 », Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. П, 
стр. 124—134, а также в монографии В. Ф. Кагана «Лобачевский», М.—Л., изд. 2-ѳ> 
1948, стр. 111—120. 

3 ) М. Л. Магницкий. 
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ибо он из общих формул, посредством способа его найденных, для получе¬ 
ния истинных и во всех учебных книгах доказанных выражений, бросает 
члены липшие потому самому, что они, — как он говорит, — меньше всякого 
числа, т. е. бесконечно малы; а если б не были бесконечно малы, то как 
же мог бы он выпускать сии члены без непростительной погрешности? 

При изъясненных мною недостатках сей Геометрии и при значитель¬ 
ном количестве полных и к употреблению, хотя и не все равномерно, но 
гораздо более годных курсов геометрии на русском языке (из коих я упо¬ 
минаю только о подлинных: Румовского, Осиповского, Гамалея и Гурьева, 
и о переведенных: с греческого — Евклидовых начал Суворова и Никитина 
и Петрушевского, с французского — Безу, Лежандра, Лакроа и пр.), само 
собой разумеется, что сия Геометрия, как учебная книга, нигде принята 
быть не может, и что оную к напечатанию на казенной счет я рекомендо¬ 
вать никак не могу. 

Честь имею быть с истинным почтением и совершенной преданностию 
Вашего превосходительства 

покорнейшим слугою 

3 августа 1823 г. Николай Фусс 

Отзыв Фусса совершенно неоснователен. Это отмечено в приме¬ 
чаниях к соответствующим местам текста «Геометрии». Разбор отзыва, 
сделанный В. Ф. Каганом, помещен в книге: Н. И. Лобачевский, 
Поли. собр. соч., т. Ы, стр. 39—42. 

Н. П. Загоскин, обнаруживший в 1898 году в архивах дело об 
издании «Геометрии» и самую ее рукопись, пишет в своей «Истории 
Казанского университета»: 

«В силу этого сурового отзыва Н. И. Лобачевскому было объявлено 
через директора университета, что «сколько бы он, попечитель, не желал 
ободрить ученые труды г. г. профессоров Казанского университета», но, 
к сожалению, по изложенным в мнении г. Фу оса недостаткам в сочинении 
г. Лобачевского, не может приступить к изданию его труда, и «поэтому 
желал бы я, — добавляет Магницкий, — чтобы г. Лобачевский или исправил 
помянутое сочинение, или подал на замечания г. Фусса изъяснение». 
Самолюбивый и «характерный» казанский математик не пожелал сделать 
ни того, ни другого, даже не взял своего труда обратно, и подлинная ру¬ 
копись «Геометрии» считалась утраченною до начала 1898 г., когда нам 
посчастливилось открыть ее среди старых дел архива попечительской кан¬ 
целярии. Согласно постановлению Совета этот любопытный автограф вели¬ 
кого русского геометра передан, вместе с самим делом на хранение в гео¬ 
метрический кабинет Казанского университета» *). 

Впервые «Геометрия» бцгла издана отдельной книгой под редак¬ 
цией' А. В. Васильева в 1909 году 2 ) и перепечатана в «Известцях 

!) Н. П. Загоскин, История Казанского университета, Казань, т. IV, 1906, 
стр.* 56. Рукопись «Геометрия» вместе с делом об ее издании хранится в Гео¬ 
метрическом кабинете и по настоящее время. 

2 ) Н. И. Лобачевский, Геометрия, Изд. Каз. физ.-мат. о-ва с предисло¬ 
вием А. В. Васильева, Казань, 1909. 
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Казанского Физ.-мат. общества» в 1911 году 1 ). Вошла во II том Пол¬ 
ного собрания сочинений Лобачевского с комментариями В, Ф. Кагана 2 ), 
которые в основном воспроизведены в этой книге. 

5, «Краткое изложение основ геометрии 
со строгим доказательством теоремы о параллельных» 

К началу 1826 года Лобачевский в своем сочинении «Краткое 
изложение основ геометрии со строгим доказательством теоремы о 
параллельных» оформил свои исследования по теории параллель¬ 
ных линий, которые занимали его все годы, начиная с 1817 года, 
и между 1823 и 1824 годами сложились в новую геометрическую 
систему. Выше были указаны соображения, по которым создание 
Лобачевским «воображаемой геометрии» следует отнести примерно 
к 1824 году. 

Это сочинение до нас не дошло. Оно было написано на француз¬ 
ском языке, так как предназначалось для помещения в журнал «Уче¬ 
ные записки», которые «предполагалось издавать на сем языке, сде¬ 
лавшимся ныне общим между учеными» 3 ). Подлинное название 
сочинения: Ехрозіііоп зиссіпсіе сіез ргіпсірез сіе Іа ^ёотёігіе аѵес шіе 
4ётоп8Іга1іоп гі^оигеизе <1и іЬёогёте сіез рагаШІез. 

Сохранилось три документа, относящихся к этому сочинению. 
Первый документ — заявление Лобачевского от б февраля 1826 года 
в физико-математическое отделение Казанского университета с прось¬ 
бой «дать мнение о сем ученых моих сотоварищей» для представле¬ 
ния в «Ученые записки» 4 ), второй — протокол заседания этого отде¬ 
ления от 11 февраля 1826 года, на котором было решено «поручить 
рассмотреть сочинение г. г. профессорам Симонову, Купферу и 
адъюнкту Брашману и мнение свое сообщить отделению» 6 ), и тре¬ 
тий— «опись делам физ.-мат. отделения за 1826 г.», где решением 
от 13 июля 1834 года дело о рассмотрении сочинения Лобачевского 

*) Известия Казанского физ.-мат. общества (2), 17, № 12, 1—83. Предисловие 
А. В. Васильева. 

2) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. II, стр. 43—107. Вводная 
статья и комментарии В. Ф. Кагана. 

3 ) Из заявления Лобачевского от 6/П 1826 года [см. сноску б ) на этой 
странице]. 

4 ) ЦГАТ, ф. 997, оп. 324, № 3, л. 1. Обнаружено в январе 1926 года и впер¬ 
вые воспроизведено в сборнике «Празднование Казанским университетом столе¬ 
тия открытия неевклидовой геометрии Н. И. Лобачевским», Казань;- на 7-й стра¬ 
нице этого сборника указано, когда этот документ был найден. Снимок его 
перепечатывался много раз, он помещен в Полном собрании сочинений Лоба¬ 
чевского, т. I, перед стр. 413. 

ь) ЦГАТ, ф. 977, оп. 322, № 21, 1824, л. 25. 
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сдается в архив «за недоставлением от г. г. Симонова, Купфера и 
Брашмана мнения о сочинении» 1 ). 

Но содержание сочинения Лобачевского можно считать установ¬ 
ленным: оно полностью вошло в другое его сочинение «О началах 
геометрии» (1829—1830), составив его первую часть, опубликованную 
в 1829 году и воспроизведенную на стр. 185—206 I тома Полного 
собрания сочинений Лобачевского. В «Новых началах» имеются два 
подстрочных примечания, написанных Лобачевским. Первое из них 
относится к заглавию и гласит: 

«Извлечено самим Сочинителем из рассуждения, под назва¬ 
нием „Ехровіііоп зиссіпсіе йез ргіпсірев <іе Іа Ѳ-ёотёІгіе еіс.% 
читанного им в заседании Отделения Физико-Математических 
наук, 12 февраля 1826 года» 2 ). 

Второе примечание Лобачевского помещено перед текстом об экспе¬ 
риментальном определении суммы углов космического треугольника: 

«Уравнения (17) и все, что за ними следует, прибавлено 
уже Сочинителем после к *тому рассуждению, которое было им 
представлено 1826 года в Отделение Физико-Математических 
наук» 3 ). 

По этим указаниям видно, что «Краткое изложение основ геоме¬ 
трии» содержало первое систематическое изложение геометрии Лобачев¬ 
ского. Поэтому принято считать «днем рождения геометрии Лоба¬ 
чевского» 11 февраля 1826 года (23/Н по новому- стилю)—день 
заседания Физико-математического отделения, когда Лобачевский сде¬ 
лал сообщение о своем открытии. 

Слова «со строгим доказательством теоремы о параллельных», 
которыми заканчивается название сочинения Лобачевского, вызывали 
недоумения. Большинство исследователей склоняется-ж тому, что 
«теорема о параллельных» состоит в возможности существования обеих 
геометрий, и что только опыт может произвести выбор между ними. 
Но следует признать, что в этом случае название сочинения является 
все же странным. 

Естественнее считать, что под «теоремой о параллельных»-Лоба¬ 
чевский понимал справедливость V постулата Евклида, который^ 
«соглашается со всеми измерениями на самом деле» 4 ). Что же касается 

1) ЦТ АТ, ф. 977, оп. 325, № 33, 1827, л. 23. Последние два документа найдены 
в 1950 году и воспроизведены в «Успехах математических наук», 1951, 5, выл. 3, 
стр. 165—167. 

2) Н. И, Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр 185. Приводя дату 
заседания, Лобачевский ошибся на один день. 

8) Там же, стр. 207. 

4 ) Там же, стр. 194. 
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строгого доказательства, то Лобачевский сам объяснил эти слова 
в своем сочинении «О началах геометрии». 

После доказательства того, что в реальном пространстве (во вся¬ 
ком случае в той его части, которая поддается астрономическим на¬ 
блюдениям) дарят законы евклидовой геометрии 1 ), Лобачевский 
говорит: 

«После этого можно воображать, сколько эта разность 2 ), на 
которой основана наша теория параллельных, оправдывает точ¬ 
ность всех вычислений обыкновенной Геометрии, и дозволяет 
принятые начала этой последней рассматривать как бы строго 
доказанными» 8 ). 

То жо самое повторяет Лобачевский и в своем сочинении «Вооб¬ 
ражаемая геометрия», говоря о тех -же выводах из астрономических 
наблюдений: 

«Предположение употребительной Геометрии [т. е. справед¬ 
ливость -Ѵ-'Яіостулата Евклида] надобно следовательно почитать 
как бы строго Е доказанным , а вместе .быть убеждену и в том, 
что независимо от опыта, напрасно было бы искать доказатель¬ 
ства на такую истину, которая еще не заключается сама собою 
в нашем понятии о телах» 4 ). 

Совпадение слов о «строгом доказательстве» и в этих цитатах и 
в названии сочинения Лобачевского, конечно, не случайно. Трудно 
установить, использовал ли Лобачевский результаты астрономических 
наблюдений до февраля 1826 года или только предполагал сделать 
это (он говорит о них не только во второй части сочинения «О на¬ 
чалах геометрии», но и в его начале 6 ))., но именно их он имел в виду 
говоря «о строгом доказательстве теоремы о параллельных». 

Трудно установить также, почему «Краткое изложение основ гео¬ 
метрии» не было своевременно напечатано и понадобилось еще три 
года, пока оно увидело свет в качестве первой части сочинения 
«О началах геометрии». Может быть, сказалось отсутствие необходи¬ 
мых отзывов, которых отделение физико-математических наук так и 
не дождалось от Симонова, Купфера и Брашмана, а может быть 
сыграло роль то, что не состоялось издание «Ученых записок», для 

х ) Подробнее об этом см. примечание [з 65 ] к сочинению «Пангеометрия» на 
стр. 377—379 этой книги. 

2 ) То есть дефект треугольника (разность между п и суммой углов треуголь¬ 
ника). 

3) Н. И. Лобачевский, Полн. собр. соч., т. I, стр. 209 (курсив здесь и 
далее наш. — И . Б .). 

4 ) Там же, т. Ш, стр. 26—27. 

6 ) Там же, т. I, стр. 186. 
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которых работа Лобачевского была предназначена. Но Лобачевский 
не терял времени и за эти три года развил свою «воображаемую гео¬ 
метрию» настолько, что к ней до настоящего времени почти ничего 
не осталось добавить. 


6. «О началах геометрии» 

«О началах геометрии» — первое сочинение Лобачевского по гео¬ 
метрии, напечатанное при его жизни. Оно же явилось первым появив¬ 
шимся в математической литературе сочинением, в котором излагается 
неевклидова геометрия. В нем Лобачевский кратко изложил все те 
вопросы, которым были посвящены его дальнейшие геометрические 
работы. 

Сочинение не разбито на главы или параграфы а ). По содержанию 
его можно разделить на четыре части; из них только последняя имеет 
самостоятельное заглавие. 

К первой части следует отнести всё то, что явилось извлечением 
из ненапечатанного сочинения Лобачевского «Краткое изложение основ 
реометрии» 2 ). Это — элементарная геометрия, сначала абсолютная, 
а затем «воображаемая»; ее содержание позже было развернуто 
И обстоятельном сочинении «Новые начала геометрии с полной тео¬ 
рией параллельных». Содержание второй половины этой части — эле¬ 
ментов воображаемой геометрии — в кратком, но очень доступном 
изложении полностью помещено в сочинении «Геометрические иссле¬ 
дования по теории параллельных линий». В первую часть входят 
основные геометрические понятия, свойства прямолинейных и сфери¬ 
ческих треугольников, теория параллельных линий, сведения о пре¬ 
дельной линии и предельной поверхности и вывод тригонометриче¬ 
ских формул. Изложение конспективное, почти без всяких доказательств 
и, конечно, в качестве первого ознакомления с новой геометрией было 
недоступным для современников Лобачевского — недоступно оно и 
в настоящее время. 

Вторая небольшая часть 3 ) содержит опытное доказательство того, 
что в природе имеет место не «воображаемая», а «употребительная», 
т. е. евклидова геометрия, — во всяком случае в пределах той точ¬ 
ности, которые дают современные Лобачевскому астрономические 
инструменты. Эта часть заканчивается утверждением: 

«Как бы то ни было, новая Геометрия, основание которой 
уже здесь положено, если и не существует в природе, тем не 

*) Такое разделение на параграфы («статьи») Лобачевский сделал в сочине¬ 
нии «Новые начала геометрии с полной теорией параллельных». 

2) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 185—206. 

3) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 207—209. 
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менее может существовать в нашем воображении, и, оставаясь 
без употребления для измерений на самом деле, открывает 
новое, обширное поле для взаимных применений Геометрии 
и Аналитики» х ). 

В третьей части 2 ), самой большой по объему, Лобачевский изла¬ 
гает основы аналитической и дифференциальной геометрии в неевкли¬ 
довом пространстве и применяет полученные им формулы для вычис¬ 
ления площадей и объемов элементарных геометрических фигур, 
поверхностей и тел. Вычисление проводится методом интегрирования, 
который Лобачевский еще в «Геометрии» назвал «единственным ясным 
и строгим». При этом выявляется основная идея приложений вообра¬ 
жаемой геометрии к анализу: она состоит в преобразовании и вычис¬ 
лении определенных интегралов. Лобачевский вычисляет площадь 
.или объем, применяя различные способы интегрирования или раз¬ 
личные системы координат или разлагая фигуру на более простые. 
^Сравнивая различные полученные выражения, он получает для инте¬ 
грала конечное выражение или разложение одного интеграла на сумму 
других, более простых. 

Эти вычисления проведены Лобачевским с исключительным искус¬ 
ством; в более развернутом виде они составили содержание двух сле¬ 
дующих сочинений Лобачевского: «Воображаемая геометрия» и «При- 
женение воображаемой геометрии к некоторым интегралам». 

Некоторые из этих вычислений приведены в сочинении «Пангео- 
.метрия», напечатанном в этой книге. 

Последняя часть сочинения 3 ) носит специальное название «Сравне¬ 
ние интегралов и найденные вновь определенные интегралы». В ней 
Лобачевский сопоставляет некоторые наиболее интересные формулы, 
найденные в третьей части. 

Сочинение заканчивается небольшим заключением 4 ). Лобачевский 
указывает, что все аналитические приложения «воображаемой геоме¬ 
трии» вытекают из четырех основных формул — тригонометрических 
«соотношений в косоугольном прямолинейном треугольнике. Эти послед¬ 
ние получаются прямо из формул сферической тригонометрии (умно¬ 
жением длины стороны на У-і); этому факту Лобачевский придает 
•очень большое значение, подчеркивая его и в других своих сочине¬ 
ниях. 

В заключительном абзаце сочинения Лобачевский ставит вопрос 
<о законах механики в неевклидовом пространстве. 


!), Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 209—210. 

2) Там же, стр 4 210—252. 

3 ) Там же, стр, 252—260. 

■4) Там лее, стр. 260—261. 
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В августе 1832 года Лобачевский направил через Совет Казанского 
университета оттиск сочинения «О началах геометрии» в Петербург¬ 
скую академию наук «в знак своего уважения к сему высокому сосло¬ 
вию ученых мужей» х ). Конференция академии поручила академику 
М. В. Остроградскому сделать устный доклад об этой работе; Остро¬ 
градский выполнил поручение и зачитал на заседании конференции! 
7 ноября 1832 года следующий отзыв 2 ): 

«Рапорт в Императорскую Академию Наук. 

Академия поручила мне рассмотреть одну работу по геометрии г-на 
Лобачевского, ректора Казанского университета, и дать о ней устный отзыв- 

Автор, повидимому, задался целью писать таким образом, чтобы его* 
нельзя было понять. Он достиг этой цели; большая часть книги осталась* 
столь же неизвестной для меня, как если бы я никогда не видал ее. В ней 
я понял только следующее: 

Можно допустить, что сумма углов в треугольнике меньше, чем два пря¬ 
мых угла. Геометрия, вытекающая из этой гипотезы, труднее и простран¬ 
нее той, которая известна нам, и может служить большим подспорьем 
в чистом анализе и особенно в теории определенных интегралов, [так как: 
она уже послужила для нахождения значения двух определенных инте¬ 
гралов, которые никому еще не удавалось получить и которые было бы, 
кроме того, трудно-получить другим способом. 

О том, что я прочел, я считаю долгом сообщить Академии: 

1) Из двух определенных интегралов, которые г-н Лобачевский считает* 
своим открытием, один уже известен. Его можно получить на основании: 
самых элементарных принципов интегрального исчисления. Значение дру¬ 
гого интеграла, данного на странице 120, является, поистине, новым. Оно — 
достояние г-на Казанского ректора. К несчастью, оно неверно. 

2) Все, что я понял в Геометрии г-на Лобачевского, ниже посредствен¬ 
ного. 

3) Все, что я не понял, было, повидимому, плохо изложено и поэтому 
в нем трудно разобраться. 

Из этого я делаю вывод, что книга г-на ректора Лобачевского опоро¬ 
чена ошибкой, что она небрежно изложена и что, следовательно, она не- 
заслуживает»*внимания Академии». 

К рапорту приложена следующая записка, написанная и подпи¬ 
санная Остроградским: 

«Вот оба интеграла г-на Лобачевского 

+ СО со 

Г _ х сіх __ ті а Г (е х — е~ х )хйх _ ъа 

,! е х ~ а е~ х + а 2 * ' ^ е 2 # 4" 2 сое 2 а 4зіпа’' 

—со 6 

!) Из сопроводительного письма Совета университета. Модзалѳвский, 
стр. 320, № 344. 

2 ) Рапорт и приложенная к нему записка составлены на французском языке. 
Рапорт сохранился в копии, написанной без подписи неизвестной рукой (Архи& 
Академии наук, ф. 1, оп. 2—1832, § 62). Оба документа как в подлиннике, так и. 
русском переводе опубликованы в книге: Модзалевский, стр. 332—337, № 354_ 
В публикуемом здесь переводе сделаны некоторые редакционные изменения. 
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Первый точен, но он не нов; его можно получить из следующего инте- 

-Ьоо 


трала: 


•!г 


Ах 


Подставляя е х вместо х> получим 


I 


Ах 


е а>_|_ е -а 


. + а?2 2 

О —оо 

умножая это равенство на вещественную величину а и прибавляя к левой 

-4-00 +оо 


'части величину 


1 


хАх 


е х е - 

—оо 

^заменяя х на х —а, находим интеграл (1), а именно: 


I 


(х а) Ах _ %а 

е* + е-®~ “ !Г ; 

(' х Ах _ %а 
| е х-а^ е -х+а ~2~ * 


—оо 
- 4-00 


Второй интеграл г-на Лобачевского неточен. В самом деле, так как 
величина под знаком интеграла есть периодическая функция от а, следо¬ 
вало бы, чтобы и правая часть равенства (2) была периодической функцией 
ют той же величины, что не имеет места; в частности, принимая а = 0 и 
а = тс, получаем два совершенно различные результата: 


ос 

1 


ос 

т- 1 


Функция 


(е х — е~ х ) х Ах 
е 2х е —2х _|_ 2 

оо 

Г (е х — е~ х )хАх 
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тс а 
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( е х — е~ х )хАх' 
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.! е аж-{-е-2ж + 2 

является разрывной: от а = 0 до 


и так далее. 

Очевидно, достаточно найти интеграл 
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от а = О 


„до а = тс; он станет известным для всех других величин, как положитель¬ 
на*— е~ х ) хАх 


яых, так и отрицательных. Следует принять 
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рав- 


тш л тс тс (тс — а) тс „ 

ным -г—. - от а = 0 до а = — и —^— : -- от а = - к до а = тс, 

4 зіп а 2 4 зіп а 2 


М. Остроградскиш 

На основании отзыва Остроградского в протоколе конференции 
появилась следующая запись: 

«Г. академик Остроградский, имея поручение от Академии рассмо¬ 
треть работу Г. Лобачевского „О началах Геометрии 44 (ем. протокол от 5 сен¬ 
тября, § 432), сделал об этом устное сообщение. Указав на то, что из двух 
определенных интегралов, на вычисление которых при помощи своего но¬ 
вого метода претендует Г. Лобачевский, один уже известен и легко выводится 
при помощи начал интегрального исчисления, а другой неверен, Г. Остро- 
градский замечает, кроме того, что работа выполнена с таким малым ста¬ 
ранием, что большая часть ее непонятна. Поэтому он полагает, что этот 
труд Г. Лобачевского не заслуживает внимания Академии» *). 


і) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 410; Модзалевский, 
ютр. 331—332, № 353. 
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В. Ф. Каган в своей монографии «Лобачевский» *) показал, что 
Остроградский ошибся: никакого «неверного» интеграла в работе Лоба¬ 
чевского нет 2 ). Через 10 лет тот же Остроградский дал еще один отри¬ 
цательный отзыв на другую работу Лобачевского — на этот раз по* 
анализу 3 ). 

.Содержание отзыва Остроградского на сочинение «О началах гео¬ 
метрии» получило отражение в известной анонимной рецензии-паск¬ 
виле, напечатанной в 1834 году в реакционном журнале Булгарина иг 
Греча «Сын Отечества» 4 ). 

Рецензия написана под непосредственным влиянием отзыва Остро- 
градского; это видно из следующих ее строк: 

«... в конце книги г. Лобачевский поместил два определимые инте¬ 
грала, которые он открыл мимоходом, идя пря*по к своей цели — дать общие 
правила для измерения всех геометрических величин, и дозволивши себе только 
некоторые применения . Открытие весьма замечательное! Ибо один из сих 
новых интегралов уже давно известен и находится гораздо легчайшим 
образом; другой совершенно неверен, потому что ведет к той нелепости,, 
которую мы уже заметили выше, т. е. что один и тот же определимый' 

интеграл равен то , то оо. Но не таковы ли в самом деле большею частию- 
бывают прославляемые у нас новооткрытия? Не часто ли случается, что» 

1) Изд. АН СССР, изд. 2-е, М. — Л., 1948, стр. 255—260. 

2 ) Остроградский обвиняет Лобачевского в том, что последний считает- 
своим открытием два новых интеграла, из которых один может быть легко по¬ 
лучен элементарными средствами, а другой вообще неверен. Но Лобачевский вовсе 
не настаивал на том, что все найденные им при помощи «воображаемой геоме¬ 
трии» определенные интегралы раньше не были известны. Более того, получен¬ 
ный им на новом пути уже известный интеграл (1) является для него одним из^ 
подтверждений непротиворечивости новой геометрии. Интеграл (1) получен Лоба¬ 
чевским мимоходом, при исследовании интеграла (2). 

Что же касается «неверного» интеграла (2), то при его выводе Лобачевский 

тс 

предполагает, что входящий в него параметр а заключен между 0 и , а при. 

этом условии иронические упреки Остроградского сводятся на нет. Этой оговорки 
Остроградский не нашел в сочинении Лобачевского, так как не прочел его вни¬ 
мательно— он обозначает через (2) формулу (92); но эта формула была получена. 
Лобачевским гораздо раньше — под номером (47), где вместо а стоит обозначение 
И = (г). Функция В 1 (х) это — угол параллельности; при положительных значе- 

71 

ниях х она монотонно изменяется от 0 до —, как указано Лобачевским в еамом. 

начале своего сочинения. Таким образом, Остроградский не понял Лобачевского 
и в этом вопросе. 

Вывод интеграла (2) Лобачевский воспроизвел в сочинении «Пангеометрия» 
(стр. 205—207 и примечание [348] на стр, 368—372 этой книги). 

3 ) О причинах такого отношения Остроградского к Лобачевскому см. в книге:: 
Б. В. Гнеденко, Михаил Васильевич Остроградский, М,— Л., 1952, стр. 160—165^ 

4 ) Сын Отечества и северный архив, 41, Критика, стр. 107—116, цензурное^ 
разрешение 12 октября 1834 года. Отзыв воспроизведен в книгах: В. Ф. Каган 
Лобачевский, издание второе, М. — Л., 1948, стр. 245—248, Модзалевскиі. 
стр. 356—362. 
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старое, представленное только в каком-нибудь новом странном образе, 
выдают нам за новое, или и новое, но ложное — за чрезвычайно важное 
открытие?» 

Этот отзыв вызвал протест со стороны попечителя Казанского учеб¬ 
ного округа М. Н. Мусина-Пушкина, и министр просвещения Уваров 
предложил издателю журнала поместить в нем возражения Лобачев¬ 
ского 1 ), хотя и добавил, что «не находит в рецензии чего-либо лично 
оскорбительного для сочинителя». Но распоряжение министра выпол¬ 
нено не было: ответ Лобачевского в журнале не поместили. В сле¬ 
дующем своем сочинении по геометрии «Воображаемая геометрия» 
(1835) Лобачевский сделал следующее подстрочное примечание: 

«Статьи о началах Геометрии помещены были в Казанском 
вестнике за 1829 и 1830 годы. В № 41 Журнала Сын Отечества 
1834 года напечатана критика, весьма оскорбительная для меня, 
и надеюсь, совершенно несправедливая. Рецензент основал свой 
отзыв на том только, что он моей Теории не понял и почитает 
ее ошибочной, потому что в примерах встречает один нелепый 
интеграл. Впрочем, такого интеграла не нахожу я в моем сочи¬ 
нении. В Ноябре месяце прошедшего года послал я к издателю 
ответ, который однако ж, не знаю почему, до сих пор, в про¬ 
должении пяти месяцев еще не напечатан» 2 ). 

В другом примечании к этому сочинению Лобачевский разъясняет 
место, которого не понял рецензент, и пишет: 

«Если что нибудь подобное из моих интегралов вывел и тот, 
кто написал в № 41 Сына Отечества 1834 года критику на мое 
сочинение о началах Геометрии , то или должен быть он несведущ, 
или по крайней мере слишком поспешен в своем суждении, не 
различая тех случаев, когда интегралу принадлежат различные 
значения, и называя их нелепыми» 3 ). 

Сочинение «О началах геометрии» было напечатано в журнале 
«Казанский вестник» в 1829—1830 годах 4 * ). Оно было полностью вос¬ 
произведено в 1883 году в «Полном собрании сочинений по геомет¬ 
рии» Лобачевского без всяких комментариев б ) и в 1946 году в «Пол- 

1) См. Модзалевский, стр. 362, № 385а и стр. 364, № 386а. 

2 ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. Ш, стр. 17. 

3) Там же, стр. 63. 

4) Казанский вестник, ч. XXV, кн. П—ИЗ, февраль — март 1829 года, 
стр. 178—187; кн. IV, апрель 1829 года, стр. 228—241; ч. ХХѴП, кн. XI—XII 
ноябрь — декабрь 1829 года, стр. 227—243; ч. ХХѴНІ, кн. Ш—IV, март — 

апрель 1830 года, стр. 251—283; ч. XXIX, кн. ѴП--ѴІІІ, июль —август 1830 года, 
стр. 571—636. 

б ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч. по геометрии, т. I, Казань, 1883, 
стр. 1—67. 



400 


И. Н. БРОНШТЕЙН 


ном собрании сочинений» с очень обстоятельными примечаниями 
А. П. Котельникова 1 ), сделавшими это трудное сочинение доступным. 
Первые две части сочинения (по разделению, сделанному выше) были 
выпущены отдельной книгой в 1898 году 2 ) с развернутыми выво¬ 
дами тригонометрических формул, сделанными издавшим книгу 
А. Н. Желтухиным. 

В 1898 году был выпущен перевод первых трех частей сочинения 
на немецкий язык 8 ), сделанный Ф. Энгелем с многочисленными при¬ 
мечаниями, историческими и библиографическими справками, 

7. «Воображаемая геометрия» 

Замечательное открытие Лобачевского, опубликованное им в 1829 — 
1830 годах, было не понято, встречено насмешками. Этот тяжелый 
удар не обескуражил Лобачевского. Через пять лет, в 1835 году, он 
печатает свое следующее сочинение «Воображаемая геометрия», 
в начале которого говорит: 

«... В тесных пределах повременного сочинения 4 ) не мог 
изложить я моего предмета со всей подробностию. Много пред¬ 
ложений, помещенных без доказательства, одни выводы из про¬ 
должительных и довольно запутанных вычислений, заставляют 
меня подозревать, что мое сочинение, казавшись с первого 
взгляда темным, предупреждало охоту заняться им с некоторым 
вниманием и даже могло подать повод усумниться в строгости 
моего суждения и в верности выведенных заключений 6 ). Эта 
причина понудила меня искать другого способа увериться 
самому в истине мной доказанного и потом осмелиться еще раз 
представить мои исследования на суд ученых. Теперь, оставляя 
геометрические построения и выбирая краткий обратный путь, 
намерен я показать, что главные уравнения, которые нашел я 
для зависимости сторон и углов треугольника в воображаемой 
Геометрии, могут быть приняты гс пользою в Аналитике и ни¬ 
когда не приведут к заключениям ложным в каком бы то ни 
было отношении» 6 ). 

!) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 185—261. 

2 ) Н. И. Лобачевский, О началах геометрии, СПб, 1908, Примечания 
А. Н Желтухина. 

3 ) Г Е п ^ е 1, Шкоіад Ітѵ’апотѵ’ПасІі ЬоЪаіэсІіеіІэкіі, 2чѵеі ^еотеМзсЬе АЪЬапйІип- 
&еп, аиз <1ет Киззізсііеп йЪегзеігЪ тіі Аптегкип^еп ипй еіпег Віо^гарМѳ Йеэ 
УеНаззегз, Ьеіргі^, 1898. Сочинение «О началах геометрии» помещено на 
стр. 1—66 этого издания. 

4 ) Речь идет о сочинении «О началах геометрии», печатавшемся в течение 
1 Ѵ 2 лет в пяти выпусках «Казанского вестника». 

5 ) В этом месте Лобачевский делает сноску, напечатанную на стр. 399 этой 
книги. 

в ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч,, т. Ш, стр. 17. 
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«Обратный путь» Лобачевского заключался в том, что он вместо 
аксиомы о параллельных линиях принимает без доказательства три 
независимые соотношения между сторонами и углами прямоуголь¬ 
ного треугольника 1 ), выводит из них основные соотношения в косо¬ 
угольном треугольнике 2 ) и аналитически доказывает, что они не 
противоречат основным положениям геометрии кроме одного: сумма 
углов треугольника становится при сделанных предпосылках меньше 
двух прямых; в бесконечно малом же треугольнике эти соотношения 
переходят в формулы евклидовой геометрии. 

А. П. Норден в своем обзоре сочинения «Воображаемая геоме¬ 
трия» говорит: 

«Надежды Лобачевского на большую доступность изложения, принятого 
в «Воображаемой геометрии», не оправдались. Признание его идей после¬ 
довало только после того, как были поняты его другие сочинения, в пер¬ 
вую очередь «Геометрические исследования», следовавшие первоначаль¬ 
ному синтетическому пути. Это и естественно, так как изложение в этих 
сочинениях хотя и является менее кратким, но оно несомненно не носит 
формального характера, как в «Воображаемой геометрии». 

Нельзя, однако, не отметить, что в «Воображаемой геометрии» Лоба¬ 
чевский близко подошел к тому методу введения новых геометрических 
систем, который является господствующим в настоящее время и сводится 
к заданию некоторого соотношения аналитического характера* определяю-, 
щего геометрию в абстрактном пространстве. Точка зрения Лобачевского 
вполне совпала бы с современной, если бы он начал не с задания конеч¬ 
ных тригонометрических соотношений, из которых он сейчас же получает 
линейный элемент плоскости, а с задания этого линейного элемента, — из 
него тригонометрические соотношения могли бы быть получены интегри¬ 
рованием. К такой дифференциально-геометрической постановке вопроса, 
приведшей впоследствии Римана к созданию его системы, Лобачевский 
был особенно близок, указав на то, что строение его пространства и про¬ 
странства Евклида тождественны в бесконечно малом» 3 ). 

Но указанный «обратный путь» составляет только первую, не¬ 
большую часть сочинения «Воображаемая геометрия» 4 ). Основное 
его содержание — применения «воображаемой геометрии» к анализу. 
Как и в сочинении «О началах геометрии», Лобачевский находит 
элементы длины, площади и объема и интегрированием определяет 
площади и объемы различных фигур и тел. Вычисление площадей 
составляет вторую часть сочинения, а вычисление объемов — 
третью б ). Применяя различные системы координат или разбивая 

*) Формулы (1), (4) и (7) на стр. $19—320 этой книги. 

2 ) Формулы (8) на стр. 133. 

3 ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. Ш, стр. 12. 

4 ) Там же, стр. 16—27. 

Б ) Там же, вторая часть — стр. 28 — 41, третья — стр. 41—70. Деление на 
части условное: оно сделано не Лобачевским, а А. П. Нордѳном и А: И. Хован¬ 
ским, комментировавшими это сочинение. 

26 Зак. 754. Н. И. Лобачевский 



402 


И. Н. БРОНШТЕЙН 


фигуру (тело) различными способами на составленные части, Лоба¬ 
чевский сопоставляет результаты и находит значения определенных 
интегралов теми же способами, как и в своем первом сочинении*, 
Но полученные им результаты теперь еще более обширны; известный 
составитель таблиц определенных интегралов Биеренс де Хаан вклю¬ 
чил в них 88 интегралов, найденных Лобачевским в , сочинении 
«Воображаемая геометрия» *). 

Сочинение было напечатано впервые на русском языке в «Ученых 
записках Казанского университета», за год до этого основанных при 
руководящем участии самого Лобачевского 1 2 ). Первоначально Лоба¬ 
чевский написал это сочинение (в несколько более сжатом виде) на 
французском языке и отправил в журнал Крелля (Берлин), но оно- 
было там напечатано только в 1837 году 3 ). 

Оба текста были воспроизведены в 1883—1886 годах в «Полной 
собрании сочинений Лобачевского по геометрии» без всяких коммен¬ 
тариев 4 * ). Они включены в III том Полного собрания сочинений 
Лобачевского с обстоятельными комментариями А. П. Нордена и 
А. И. Хованского (французский текст дан в русском переводе 
А. И. Хованского) б )> 

В 1904 году «Воображаемая геометрия» была вместе с сочине¬ 
нием «Применение воображаемой геометрии к некоторым интегралами 
переведена на немецкий язык Г. Либманом и издана с его коммен¬ 
тариями 6 ), очень подробными, но значительно уступающими по тща¬ 
тельности комментариям Энгеля к сочинению «О началах геометрии». 

8. «Применение воображаемой геометрии 
к некоторым интегралам» 

Это сочиненйе, напечатанное в 1836 году, является естественнымг 
продолжением сочинения «Воображаемая геометрия». В нем Лобачев¬ 
ский в основном теми же методами, что и в предыдущих двух рабо- 


1) См. Б. Л. Лаптев, Интегралы Лобачевского в таблицах Биеренс де- 
Хаана. Статья помещена в виде приложения в Поли. собр. соч. Лобачевского, 
т. Ш, стр. 413—425* 

2) Ученые записки Казанского университета, Казань, книга I, стр. 3—88, 1835. 
в) N. I. ЪоЪаізсІіелѵзкіз, О-ёотёігіе іта^іпаіге, Іоигп. Ійг <Ііе геіпе шкі 

ап&е\ѵ. МаШ. 17 , 4, Вегііп, 1827, стр. 295—320. 

4) Н. И. Лобачевский, Полное собрание сочинений по геометрии, Казань,, 

т. I, 1883, стр. 71—120; т. И, 1886, стр. 581—613. 

б) Н. И. Лобачевский, Поли, собр. соч., т. III, русский текст — 
стр. 16—70, перевод французского текста, стр. 139—170* 

в) N. I. БоЪаізсІіеІзкізз Іта&іпаге Оеотеігіе шиі Аплѵепбип^ѳп бег Іта^іпйгеп 
Веотеігіе аиі еіпі&е Іпіе&гаіе, аиз бед гиззізскеп йЪегзеігі ипб тіі Аптегкипдеп 
Ъегаиз&е&еЪеп ѵоп Н. БіеЪшапп, Беіргі§, 1904, 188 стр. 
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тах, находит большое число новых определенных интегралов *). Вы¬ 
числения проведены Лобачевским мастерски; впервые комментиро¬ 
вавший их Г. Либман пишет: 

«Искусство, с которым Лобачевский выполняет этого рода преобразо¬ 
вания, вызывает удивление.. * Это искусство носит печать гениальности». 

Сочинение начинается кратким введением, очень характерным .для: 
Лобачевского. В нем Лобачевский говорит о преимуществах геометри¬ 
ческого пути «по сравнению с формальными .аналитическими вычис¬ 
лениями, о выгоде „синтеза" перед „анализом"»: 

«... Геометрические построения ведут иногда к открытиям: 
прямее, нежели вычисления в аналитике, хотя здесь будут они: 
всегда казаться посторонним предметом, и для преподавания: 
могут быть одобрены как пояснительные только примеры. Упо¬ 
требительная Геометрия послужила первым основанием, и даже 
теперь не перестает нас руководить в вычислении бесконечно* 
малых. Она во многих случаях указала способ интегрирования, 
который потом перейдя в аналитику принял уже другой вид. 
во всей обширности. Общая Геометрия, которой дал я название 
Воображаемой , подобным образом представляет нам различные* 
применения к интегралам» 2 ). 

Основная часть сочинения 8 ) посвящена выводам интегралов гео¬ 
метрическими методами. В ряде случаев Лобачевский показывает,, 
что те же результаты можно получить и чисто аналитически, но .го¬ 
раздо более громоздким путем 4 ). Кроме значений определенных: 
интегралов Лобачевский получил в этом сочинении и другие важные* 
аналитические результаты: новые формулы приведения некоторых: 
кратных интегралов, новое представление решений волнового урав¬ 
нения и уравнения Лапласа в виде двукратного интеграла от про¬ 
извольной функции и другие. 

Работа завершается сводкой полученных результатов 5 ) — собра¬ 
нием 50 интегралов, найденных в сочинении (в отдельных случаях, 
они подвергаются некоторым преобразованиям). 

*) Биеренс де Хаан поместил в своих известных таблицах определенных: 
интегралов 91 интеграл, полученный Лобачевским в этом сочинении [см. статью- 
Б. Л. Лаптева в сноске *) на стр. 402]. 

2 ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. III, стр. 181. 

3) Там же, стр. 181—278. 

4) Б. Л. Лаптев, комментировавший это сочинение Лобачевского, замечает^ 
что это сравнение обоцх выводов, невыгодное для чисто аналитического, сделано 
отчасти специально для Остроградского, который в своем отзыве считал сочине¬ 
нию Лобачевского бесполезным, так как один из интегралов Лобачевского может? 
быть без труда найден аналитическим путем (см. стр* 397; этой книги). 

б) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. IV, стр* 279—294. 


26* 
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Сочинение было напечатано в «Ученых записках Казанского уни¬ 
верситета» 1 ); оно было включено в оба собрания сочинений Лоба¬ 
чевского: в 1883 году без комментариев 2 ) и в 1951 году с деталь¬ 
ными комментариями и сопроводительными статьями В. Л. Лаптева 3 ). 

Перевод на немецкий язык с комментариями, сделанный Либма- 
ном., был издан в 1904 году вместе с его переводом сочинения «Во¬ 
ображаемая геометрия» 4 * ). 

9. «Новые начала геометрии с полной теорией параллельных» 

Предыдущие два сочинения стоят в стороне от основного замысла 
Лобачевского — от задачи, которую он поставил в своих первых ра¬ 
ботах: построить систему геометрии не на евклидовых «темных по¬ 
нятиях», а на понятиях, «приобретаемых из природы» б ). В «Обозре¬ 
нии .2» был составлен план этого замысла, отличный от того, кото¬ 
рый был изложен в учебнике «Геометрия»; в сочинениях «Краткое 
изложение основ геометрии» и «О началах геометрии» были даны его 
сжатые конспекты: Но только в 1835 —1838 годах этот замысел по¬ 
лучил окончательное развитие в фундаментальном сочинении Лоба¬ 
чевского «Новые начала геометрии с полной теорией параллельных». 

Сочинение состоит из большого Вступления и 13 глав, разбитых 
на 203 «статьи» (параграфы). 

Приводим краткий обзор замечательного «Вступления», сделанный 
комментаторами «Новых начал» в Полном собрании сочинений 
Лобачевского 6 ). 

«Вступление» дает общую характеристику значения и содержания 
геометрических исследований Лобачевского. Оно содержит ряд интерес¬ 
нейших высказываний о связи между физикой и геометрией, в которых 
можно видеть как бы зарождение идей, из которых развилась современная 
теория относительности. 

Указав в начале вступления на свои предшествующие работы, в кото¬ 
рых дано решение проблемы, стоявшей перед геометрами со времен 
Евклида, Лобачевский ставит целью настоящей работы дать подробное, раз¬ 
вернутое изложение основных своих результатов. Показав порочность ряда 

1) Ученые записки Казанского университета, Казань, 1836, кн. 1, стр. 3—166. 

2 ) Н. И* Лобачевский, Полное собрание сочинений по геометрии, Ка¬ 
ванъ, 1883, т. I, стр. 121—218. 

3) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. Ш, стр. 181—294. 

4 ) См. сноску в) на стр. 402. 

б ) Выражения самого Лобачевского (Н. И. Лобачевский, Поли, собр 
соч., т„ I, стр* 185; Модзалевский, стр. 204). 

6) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. II, стр. 142 («Новые начала» 
комментированы в этом собрании Б. Л. Лаптевым, А. П. Нордѳном и А. Н. Хо¬ 
ванским)* «Вступление» помещено на стр. 147—167 П тома; оно будет воспроиз¬ 
ведено в сборнике «Об основаниях геометрии» под ред. А. П. Пордена, кото¬ 
рое готовится к печати* 
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попыток доказательства пятого постулата Евклида, Лобачевский отмечает г 
что принципиально возможна более общая геометрическая система, кото¬ 
рую он уже развил в своих предшествующих работах и назвал «Вообра¬ 
жаемой Геометрией» в отличие от евклидовой «Употребительной». Евкли¬ 
дова геометрия включается в воображаемую как предельный случай, когда 
размеры фигур малы по сравнению с некоторым абсолютным отрезком,, 
характерным для рассматриваемого пространства. 

Только опыт может решить, какова истинная геометрия реального про¬ 
странства. Но если данные приближенных измерений еще не решили 
вопрос окончательно, то, считая в практике измерений допустимой более 
простую евклидову геометрию, мы вправе ожидать, что столкнемся в при¬ 
роде с такими областями явлений, где более общая геометрия будет уже 
необходима. 

Далее следует программа перестройки начал геометрии, подчиненная 
требованию большей близости в исходных понятиях к непосредственно- 
воспринимаемым чувствами в природе пространственным отношениям ма¬ 
териальных тел. 

Особо подчеркивается важность синтетического метода в этих во¬ 
просах. 

Вступление заканчивается общим очерком процесса измерения, опре¬ 
деляющего геометрическую величину. 

Высказывания Лобачевского о геометрии и о ее связи с реальным 
миром, приведенные во «Вступлении», свидетельствуют о том, что он стоял 
на материалистических позициях и совершенно правильно полагал, что 
критерием истинности научной теории является практика, то есть что- 
истинность теории проверяется на опыте, как соответствие теории дей¬ 
ствительно осуществляющимся в природе отношениям материальных тел». 

13 глав сочинения, естественно, разделяются на три части. В пер¬ 
вой (гл. I—VI) излагается абсолютная геометрия, во второй 
(гл. VII—XI, кроме главы IX о тригонометрических функциях, нося¬ 
щей аналитический характер) — геометрия Лобачевского, в третьей 
(гл. XII—XIII) — решение прямолинейных треугольников в евклидо¬ 
вой геометрии и прямоугольных сферических треугольников 1 ). 

Первые две главы — «Первые понятия в геометрии» и «Опреде¬ 
ления шара, сферы, круга, плоскости и прямой линии» во многом 
отличаются от начальных глав учебника «Геометрия», помещенного 
в этой книге. Они являются наиболее интересными, наиболее харак¬ 
терными для Лобачевского. Первоначальные понятия у Лобачевского 
носят топологический характер; это — геометрическое тело и прикос¬ 
новение. Последовательно вводятся понятия о расстоянии, сфере, 
окружности, затем плоскости и, наконец, прямой линии. Здесь нет 
возможности даже кратко изложить это своеобразное построение 3 ). 

, !) Первая часть напечатана на стр. 168—265, вторая — на стр. 266—345, 
третья — на стр. 346—354 II тома Полного собрания сочинений Лобачевского. 

2 ) Подробнее об этом см. во вступительной статье А. П. Нордена (стр. 16—17 
этой книги), а также в монографии: В. Ф. Каган, Лобачевский, изд. 2-е, М.<—Л., 
1948, стр. 290—302. 
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Следующие же четыре главы представляют собой в основном раз¬ 
витие соответствующих глав «Геометрии». 

Вся первая часть говорит о том, что Лобачевский в течение мно¬ 
гих лет не только строил свою «воображаемую геометрию», но на¬ 
стойчиво размышлял и над вопросом общего обоснования геометрии. 
«<Но легче было даже построить новую геометрию, чем строго 
«обосновать старую» говорит В. Ф. Каган в своей монографии о Лоба¬ 
чевском. 

Вторая часть сочинения соответствует тексту «Геометрических 
исследований» с некоторыми расширениями (например, доказывается, 
что две расходящиеся прямые имеют общий перпендикуляр). Эле¬ 
ментов аналитической и дифференциальной геометрии неевклидова 
пространства сочинение не содержит, но элементарная геометрия из¬ 
ложена с большими подробностями, чем во всех других работах Ло¬ 
бачевского. 

Третья часть совершенно не связана с предыдущим материалом. 
Лобачевский решает треугольники в евклидовой плоскости и сфери¬ 
ческие треугольники, тщательно устанавливая степень точности ло¬ 
гарифмических вычислений. Осталось невыясненным, почему эти 
главы включены в сочинение. Наиболее вероятно предположение, 
что сочинение «Новые начала» осталось незавершенным; Лобачевский 
предполагал написать следующие главы, для которых главы XII и 
ХНІ были подготовительными. Он хотел выяснить, какова геометрия 
реального пространства* для этого было необходимо по возможности 
точно измерить расстояние между далекими небесными телами и 
в связи с этим решать с большой точностью космические треуголь¬ 
ники, как прямолинейные, так и сферические. 

Сочинение «Новые начала геометрии с полной теорией параллель¬ 
ных» печаталось в «Ученых записках Казанского университета» 
с 1835 по І838 год 1 ). Оно вошло в «Полное собрание сочине¬ 
ний по геометрии» (без комментариев) 2 ) и в «Полное собрание 
сочинений» с комментариями Б. Л. Лаптева, А. П. Нордена и 
А. Н. Хованского 3 ). На русском языке оно вышло (без последних 
двух глав) отдельной • книгой в 1912 году с примечаниями 
Д. М. Синцова 4 ). 

1) Ученые записки Казанского университета, 1835, кн. III, стр. 3—48; 1836, 
кн. П, стр. 3—98; кн. Ш, стр. 3—50; 1837, кн. I, стр. 3—97; 1838, кн. I, стр. 3—124; 
кн. Ш, стр. 3—65. 

2 ) Н. Ц. Лобачевский, Полное собрание сочинений по геометрии, т. I, 
Казань, 1883 г стр. 219—486. 

3 ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. П, стр. 147—454. 

4 ) Н. И. Лобачевский, Новые начала геометрии с полной теорией парал¬ 
лельных, Харьков, 1912, «Харьк. матем. библиотека», № 2—3, 234 стр. 
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Перевод на немецкий язык был (без последних двух глав) сделан 
® 1898 году Ф. Энгелем 1 ). «Вступление» к «Новым началам» вышло 
в 1897 году на английском языке в переводе Г. Б. Хальстеда 2 ). 
-«Вступление» и первые восемь глав — в 1900 году на французском 
языке в переводе Ф. Малье 3 ). 

В 1932 году «Новые начала» были изданы на украинском языке 
зз переводе В. Лукаша 4 ). 

10. «Геометрические исследования 
ио теории параллельных линий» 6 ) 

Это сочинение было выпущено Лобачевским в свет в 1840 году 
после того, как им были уже опубликованы наиболее крупные гео¬ 
метрические сочинения: «О началах геометрии» (1829), «Воображае¬ 
мая геометрия» (1835), «Применение воображаемой геометрии к не¬ 
которым интегралам» (1836), «Новые начала геометрии с полной 
^теорией параллельных» (1835 —1838). 

Характерной особенностью первых трех сочинений является крайне 
•сжатое изложение всего текста. Краткое, почти схематическое изло¬ 
жение основ новой геометрии сопровождается многочисленными вы¬ 
числениями определенных интегралов, одни из которых непосред¬ 
ственно выражают те или иные величины (длины, площади, объемы) 
в «воображаемой геометрии», а другие приводятся к такого рода 
величинам. 

Между тем эти вычисления предполагают отчетливое знание основ 
новой геометрии. И если трудно себе представить человека, изучаю¬ 
щего интегральное исчисление и геометрические приложения без 

!) В книге: Б\ Еп^еі, N. I. ЪоЪаІзсІіе^зкіз, 2лѵеі ^еотеІгізсЪе АЫіапсНип^еп, 
Ьеір/ле, 1898,, стр. 276—476. 

2 ) ТЪе Іпігойисііоп Іо ЪоЪасЪёѵзкі’з Иелѵ Еіетепіз (теотеігу. Тгапзіаіесі 
Нот ІЪе В-иззіап, \ѵШі а ргеіасе Ъу Сг. В. Наізіесі. Тгапзасііопз Техаз Аса<1. 2, 
1897, 1—17. Тогда же этот перевод издан отдельно: Аизііп, Техаз, с^еотопіс 
*8егіез» У, стр. 27. 

3 ) ЬоЪаІсІіёѵзку, Коиѵеаих ргіпсірез сіе Іа ^ёошёігіе аѵес ипе Шёогіе 
сотріёіе <іез рагаііёіез. Тгаскііі (іи гиззе роиг Іа ргетіёге Іоіз раг Е. МаШеих. 
Мётоігез Не Іа Зосіёіё В-оуаІе (іез Зеіепсез сіе Ъіё^ез (3), 2, № 5, стр. 101; 3, № 2> 
стр. 32 (1900). Этот же перевод вышел в 1901 г. отдельным изданием в Брюсселе 
(Е. Науег, Вгихеііез, 132 стр.). 

4 ) Н. И. Лобачевский, Нові основи геометріі з повною теориею парал¬ 
лельных, Харьків — Киів, 1932, 130 стр. 

б ) При составлении этого раздела были в большой степени использованы 
работы В. Ф. Кагана, в частности, тексты статей В. Ф. Кагана «Историко-библио¬ 
графические сведения ( о сочинении „Геометрические исследования 14 » и «Обзор 
•сочинения „Гёометрические исследования 44 », помещенные в I томе Полного собра¬ 
ния сочинений Лобачевского на стр. 172 и 75. 
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знакомства с элементами геометрии, то в таком именно положении' 
находились в тридцатых годах прошлого столетия те немногие мате¬ 
матики, которые пробовали разобраться в мемуарах Лобачевского. 
В результате эти мемуары совершенно не были поняты. 

Сочинение «Новые начала геометрии» изложена гораздо более- 
обстоятельно, но оно содержало много материала, чуждого новой 
геометрии; печатание его растянулось на четыре года, и оно не со¬ 
действовало усвоению «воображаемой геометрии». 

Тогда Лобачевский пришел к мысли дать краткое, но доступное 
изложение основных начал новой, «воображаемой» геометрии. Эта 
именно им и выполнено в сочинении «Геометрические исследова¬ 
ния по теории параллельных линий», опубликованном на немец¬ 
ком языке в 1840 году. Название сочинения в подлиннике: «Сгеоте- 
ігізсііѳ Ііпіегзисітп^еп гиг ТЬеогіѳ <1ег Рагаііѳіііпіеп»; оно была 
выпущено в свет отдельной брошюрой издательством Г. Финке в 
Берлине х ). 

«Геометрические исследования» представляют собой небольшой,, 
но очень доходчивый очерк основ «воображаемой геометрии». Крат¬ 
кий обзор его содержания помещен в вводном примечании к сочине¬ 
нию на стр. 263—264 этой книги. Составлен очерк с таким мастер¬ 
ством, что он и по настоящее время может служить первой книгой 
для ознакомления с геометрией Лобачевского. 

В том же 1840 году в немецком библиографическом издании 
«Ѳегзйогів Керегіогішп» 2 ) была помещена (за подписью «140») сле¬ 
дующая рецензия на «Геометрические исследования», которую Гаусс 
справедливо назвал «весьма нелепой»: 

«По утверждению автора, можно принять, не впадая в противоречие,, 
что через данную точку к данной прямой можно провести две несовпадаю¬ 
щие параллельные прямые (см. стр. 10), и между этими двумя параллелями 
через ту же точку могут проходить прямые, которые не встречают данной 
прямой, не будучи ей параллельны, хотя и лежат с нею в одной плоскости. 
На таком основании автор желает построить свою собственную, науку, 
которую он называет „воображаемой геометрией 14 . Основы этой науки из¬ 
ложены в настоящей брошюре; однако этот принцип и вытекающее из него- 
предложение (стр. 21): „чем дальше продолжают параллельные линии в сто¬ 
рону их параллелизма, тем более они приближаются одна к другой 44 , до¬ 
статочно характеризуют это небольшое сочинение и освобождают референта, 
от необходимости дальнейшей его оценки'). 


1 ) (д-еотеігізсііе ІІпіегзііс1шп§еп гиг ТЬеогіе сіег Рагаііеіііпіеп ѵоп Шсоіаиа- 
ЬоЪаізсЪеѵзку.. Каізегі. гизз. лѵігкі. 81аа1зга11іе ипй Ргоі. йег МаШещаІік Ъѳі Йѳг* 
ТІпіѵегзіШ Казаги Вегііп, 1840. Іп сіег О-. Гіпске’зсЪеп ВисЫіапй1ші&, 61 стр. 

а ) Керегіюгіит сіег дезаттіеп йеиЪзсЬеп Іліегаіиг. Негаиз^е&еЪеп ѵоп Е. Овгв- 
Йог!, Ьеіргі§, 1840, 3, 147. 
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Другой печатный отзыв на «Геометрические исследования» по¬ 
явился только через 9 лет после ее опубликования, в 1849 году *). 
Его автор — профессор физической географии Э. А* Кнорр, товарищ. 
Лобачевского, проработавший вместе е ним в Казанском университете 
13 лет. Отзыв включен в вводную часть книги Кнорра по элементар¬ 
ной геометрии 1 2 ). Несмотря на большое уважение к Лобачевскому,, 
которое автор старается подчеркнуть, отзыв по существу отрицательный. 

Тем не менее Кнорр оказал Лобачевскому большую услугу, не 
подозревая о ее значении: в конце 1840 или в начале 1841 года он. 
переслал Гауссу один из первых экземпляров «Геометрических иссле¬ 
дований», а еще раньше, при личной встрече, рассказал Гауссу 
о том, что Лобачевский уже опубликовал ряд работ по теории парал¬ 
лельных линий 3 ). 

Ознакомившись с «Геометрическими исследованиями», Гаусс на¬ 
звал [это сочинение выполненным «мастерски в истинно геометриче¬ 
ском духе» 4 * )і Он увидел в нем ту новую, неевклидову геометрию,, 
к основам которой пришел еще раньше, но тщательно скрывал это от 
людей, «боясь крика беотийцев». На первой же странице сочинения Гаусс- 
прочел, что первая работа Лобачевского по неевклидовой геометрии 
была им опубликована более десяти лет тому назад, что она была 
развита им в других его больших сочинениях. 

Гаусс изучил русский язык специально для того, чтобы ознако¬ 
миться со всеми сочинениями Лобачевского по геометрии, прошел 
через весь «дремучий лес» этих сочинений, «изучив каждое дерева 
в отдельности», и увидел, что полученные им в свое время основ¬ 
ные факты неевклидовой геометрии составляют только очень неболь¬ 
шую, хотя и наиболее существенную часть замечательного открытия 
русского ученого. 

Гаусс очень высоко оценил «Геометрические исследования». Но 
эта оценка стала известна только после смерти Лобачевского и Гаусса, 
в 1863 году, когда была опубликована переписка Гаусса с друзьями 6 ). 
«Прозвучала иерихонская труба из могилы Гаусса» 6 ). Мнение «ко- 

1) Отзыв помещен в книге: Л. Б. Модзалевекий, стр. 530—532. 

2) Е. К по г г, ѴегзисЬ еіпег БагзіеИшіп^ <1ег Еіетепіѳ <іег Ѳ-еотеігіе Ъіз гит 

29-зЪѳп 8а1гѳ <1ез 1-зІеп ВисЪез <іег Еіетепіе Еисіісіз, Кіелѵ, 1849, стр. III_IV* 

3) См. указания А. Д. Дубяго на стр. 426—427 и 458—459 V тома Полного* 
собрания сочинений Лобачевского. А. Д. Дубяго считает (как и Ф. Энгель), что 
рукопись сочинения «Геометрические исследования» была передана издательству 
Финке при посредстве того же Кнорра. 

4 ) Из письма Гаусса к Шумахеру, Л. Б. Модзалевекий, стр. 520. 

б ) Отрывки из писем Гаусса с оценкой работ Лобачевского будут помещены 
в сборнике классических работ об основаниях геометрии, котор ый готовится к 
печати. 

в ) В. Ф. Каган, Лобачевский и его геометрия, М., 1955, стр. 19, 
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роля математиков» сыграло свою роль с запозданием на несколько 
^десятков лет, ученый мир внимательно ознакомился с «Геометриче¬ 
скими исследованиями», и геометрии Лобачевского была возвращена 
жизнь. 

Кроме Гаусса, при жизни Лобачевского нашелся еще один чита- ' 
'тель, который назвал сочинение «Геометрические исследования» вы¬ 
полненным с «творческой гениальностью», а его автора — «математи¬ 
ком первого ранга». Это был Янош Больаи, замечательный венгерский 
математик, который открыл неевклидову геометрию независимо от 
Лобачевского и от Гаусса и опубликовал ее в своем сочинении 
«Аппендикс» х ). 

Янош ознакомился с «Геометрическими исследованиями» 17 октября 
1848 года. Он был поражен совпадением этого сочинения с его соб¬ 
ственным «Аппендиксом», потрясен тем, что приоритет замечательного 
открытия ему не принадлежит. Янош тщательно изучил «Геометриче¬ 
ские исследования» и написал свои подробные замечания* 1 2 ). Он на¬ 
чинает их с предположения, что никакого Лобачевского не существует, 
что это — псевдоним Гаусса, желающего сохранить приоритет открытия 
неевклидовой геометрии. Замечания написаны в очень придирчивом 
духе, Янош не прощает Лобачевскому никакой недоговоренности, 
в частности, он резко обрушивается на Лобачевского за то, что тот 
не доказал совпадения двух констант, появляющихся в разных местах 
книги 3 ). Но при всем том он признает «Геометрические исследова¬ 
ния» гениальной работой, а ее автора — математиком первого ранга. 

После 1863 года «Геометрические исследования» издавались много 
раз на многих языках. Не претендуя на полноту, приведем здесь 
введения об известных нам изданиях. 

Немецкий текст «Огеотеігізсііе Ііпіегзисітп^еп» вышел в собрании 
его геометрических сочинений в 1886 году 4 5 ); фототипическое издание 
в оригинального текста 1840 года выпущено в 1887 году б ). 


1 ) Русский перевод этого сочинения, сделанный В. Ф. Каганом, издан от¬ 
дельной книгой: Янош Больаи, Аппендикс. Приложение, содержащее науку 
о пространстве абсолктю истинную..., М.—Л., 1950. В этой книге имеется био¬ 
графический очерк Я. Больаи; он воспроизведен в книге: В. Ф. К а г а н, Лоба¬ 
чевский и его геометрия, М., 1955, стр. 165—192. 

2 ) Они воспроизведены в книге «Аппендикс» (см. предыдущую сноску) на 
стр. 191—192. 

3 ) Этого дефекта не было в сочинении «О началах геометрии», написанном 
за 11 лет до «Геометрических исследований». Он устранен Лобачевским и в по¬ 
следнем его сочинении «Пангеометрия»' (постоянные Е и е, см. стр. 172 этой 
книги). 

4 ) Н. И. Лобачевский, Полное собрание сочинений по геометрии, т. П, 
Казань, 1868, стр. 553—578. 

5 ) Вегііп, изд. Мауег и. Мйііег, 1887. 
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Первый русский перевод «Геометрических исследований» был сде¬ 
лан А. В. Летниковым в 1868 году 1 ). Новый перевод В. Ф. Кагана, 
напечатанный в этой книге, вышел в 1945 году отдельной книгой 
с вступительными статьями и комментариями переводчика 2 3 ); он же 
включен в основном с теми же комментариями в Полное собрание 
сочинений Лобачевского 8 ). 

На французский язык «Геометрические исследования» переводи¬ 
лись два раза: в 1866 (пер. Уэля; он переиздавался в том же 1866 
и в 1895 годах) 4 * ) и в 1900 году б ); на английском языке в 1891 году 
вышел перевод Гальстеда (выдержал ряд изданий) 6 ). Имеется пере¬ 
вод на сербский язык, сделанный В. Петроньевичем в 1914 году 7 ). 

11. «Пангеометрия» 

В феврале 1855 года исполнилось 50 лет со дня открытия Казан¬ 
ского университета. По этому поводу Совет университета решил вы¬ 
пустить соответствующий юбилейный сборник. Когда решение об 
издании этого сборника было вынесено, Лобачевский сам предложил 
дать для него статью, и предложение его было принято в очень 
лестных для него выражениях. Лобачевский усердно принялся за 
составление этой работы. Однако празднование юбилея не состоялось, 
потому что император Николай I нашел это преждевременным. Сочи¬ 
нение Н. И. Лобачевского под названием «Пангеометрия» было опу¬ 
бликовано в «Ученых записках Казанского университета» за 1855 год 8 ). 
В следующем 1856 году юбилейный сборник все же был выпущен, и 
«Пангеометрия» была в нем опубликована на французском языке 9 ). Это 
был перевод той же статьи с незначительными изменениями, сделан- 


1 ) Н. И. Лобачевский, Геометрические изыскания по теории параллель¬ 
ных линий. Пер. А. В. Л[етнико]ва, Математический сборник 8, Москва, 1868, 
стр. 78—120. 

2 ) Н. И. Лобачевский, Геометрические исследования по теории парал¬ 
лельных линий, М.—Л., 1945, 176 стр. 

3 ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. I, стр. 79—127. 

4 ) Еішіез ^ёотёігщиез зиг Іа Шёогіе сіез рагаііёіез, Мётоігез <іе Іа 8асіёіё (1ѳ 

Воічіеаих 4 , 1866. Отд. изд.: Рагіз, О-аиШег-ѴіНагз, 1866; изд. 2-е, 1895. 

б ) КесЬегсЬез ^ёотёігщиез зиг Іа іЪёогіе <іез рагаііёіез, Рагіз, Негтапп, 1900. 

6 ) О-еотеігісаІ гезеагсЬез оп Ніе ІЪеогу о! рагаііеіез, Зсіепііае Вассаіаигеиз 1, 
А 1 ” 3, февр.: 1891, стр. 124—164, Отд. изд,:Ко11а, 1891; изд. 2-е, Техаз ІІпіѵегз. Виіі., 
май, 1891; изд. 3-е, Аизііп, Техаз Иеотошс 8егіез, ГѴ, 1892, 50 стр.; изд. 4-е, 1892. 
изд. 5-е, Току о, 8и. Виіз, К\ѵ. К. 5, 1892; изд. 6-е, Токуо, 1894; изд. 7-е, СЫса&о, 
ТЬѳ Ореп Соигі, 1914. 

7 ) Белград, 1914. 

8 ) Ученые записки Казанского университета, 1855, кн. 1, стр. 1—76. 

9 ) В переводе И. А. Больцани. 
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ними Лобачевским 1). Но выхода этого сборника из печати Лобачев¬ 
ский уже не дождался. 

Когда Лобачевский составлял свое последнее сочинение, он был 
уже тяжело болен. Он почти лишился зрения, и «Пангеометрию» 
писали под диктовку Лобачевского его ученики — студент Н. И. Бюрно- 
и адъюнкт И. А. Больцани. Хотя Больцани был в полном смысле 
слова учеником Лобачевского, случайно заметившего его математиче¬ 
ские дарования и привлекшего его к научной работе, но он не был 
в состоянии усвоить идеи своего учителя. Больцани очень плохо* 
отзывался о работе, которую писал под диктовку Лобачевского. 

Между тем это сочинение содержит, может быть, наиболее ориги¬ 
нальное изложение «воображаемой геометрии». 

Существенно нового материала. «Пангеометрия» содержит немного; 
это — сжатый обзор того, что было изложено в его прежних работах, 
но обзор, содержащий новую обработку этого материала, выполнен¬ 
ную очень удачно, местами совершенно по-новому. 

Основное содержание «Пангеометрии» и его характерные черты ука¬ 
заны в вводном примечании к сочинению на стр, 329—332 этой книги. 

В октябрьском номере журнала «Отечественные записки» за 
1856 год 2 ) появилась (без подписи) большая рецензия на юбилейный 
сборник, в котором помещен французский текст сочинения Лобачев¬ 
ского. Значительная часть этого отзыва посвящена «Пангеометрии». 
Автор рецензии совершенно не разобрался в сочинении Лобачевского 
и тем не менее написал отрицательный отзыв. Пренебрежительнов: 
отношение к Лобачевскому в Петербурге, начатое отзывом Остроград¬ 
ского и пасквилем в «Сыне Отечества», продолжало преследовать, 
великого геометра и после его смерти. 

Русский и французский тексты «Пангеометрии» были напечатаны 
без комментариев в Полном собрании геометрических сочинений Ло¬ 
бачевского в 1883 и 1886 годах 3 ); в Полном собрании сочинений 
(1950) русский текст был помещен с комментариями В. Ф. Кагана 4 ),, 
которые с некоторыми дополнениями включены в эту книгу. 

В 1858 году, через два года после смерти Лобачевского, в ‘изда¬ 
ваемом в Берлине журнале «АгсЪіѵ Іііг тззепзсЪаШісІіе Кшкіе ѵоп 

!) «Рап^ёотёігіе ои ргёсіз <іе ^ёотёігіе Іопсіёе зиг ипе ІЬёогіе ^ёпёгаіе еЬ 
гі&оигеизе <іез рагаіШев («Пангеометрия или изложение геометрии, основанное 
на общей и строгой теории параллельных линий»). Сборник ученых статей, напи¬ 
санных профессорами Ими. Казанского университета в память пятидесятилѳтнего. 
его существования, т. I, Казань, 1856, стр. 277—330. 

2 ) «Отечественные записки», 1856, октябрь, «Новые книги», стр. 52—56. Отзыв; 
воспроизведен в книге: Л. Б. Модзалевский, стр. 578—582. 

3 ) Н. И. Лобачевский, Полное собрание сочинений по геометрии, Казанъ, 
т. I, 1883, стр. 489—550; т. II, 1886, стр. 617—680. 

4 ) Н. И. Лобачевский, Поли. собр. соч., т. Ш, стр. 435—524, 
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Кизвіаіні» был опубликован немецкий перевод этого сочинения, сде¬ 
ланный с французского текста 1856 года 1 ). Этот журнал был очень 
мало распространен, и издание, повидимому, осталось незамеченным, — 
по крайней мере, никаких ссылок на него в дальнейшей литературе 
не появилось. 

В 1867 году «Пангеометрия» была издана на итальянском языке 
в переводе Батталини 2 ); в следующем году этот перевод был пере¬ 
издан. В 1902 году сочинение было переведено на немецкий язык 
Г. Либманом с его комментариями 8 ), а в 1905 году в Париже вышло 
автотипическое издание французского текста «Рап^ёотёігіе» 4 ). 

И . Н. Бронштейн . 


!) Рап&еошеігіѳ, о<1ег сііе аиі еіпег аіі^етеіпеп ппсі зігеп^еп ТЪѳогіе <іег Рагаі- 
Іеіеп §ѳ§гйтіе1еп Наирізаіге сіег О-еотеігіѳ, Егтап, 17, 397—456. 

2) Рап^ѳотеігіа, о зипіо <1і ^еотеігіа Іотіаіа зорга ипа Іеогіа ^ѳпегаіе ѳ гі§о- 
гоза <1ѳ11а рагаііеіе, Сгіогп. Маі., Кароіі. 5, 1867, 273—320. Отд. изд.: Nаро1і, Реі- 
Іѳгапо, 1868. 

3 ) Рап^ѳотеігіе, Ъеіряі^, Еп^еітапп, ОзічѵаМз Кіаззікѳг, № 130, 1902. 

4 ) Рагіз, Нѳгшапп, 1905. 
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